第一章向量代数 


习题 1.1 


己知平行四边形^的对角线为 ^6 ；及 9 ,设 及 9 = 汐 t %AB,BC ， CD，DA 


解：由平行四边形的对边相等且平行可得： AB 二 DC 二 一 CD ， AD 二 BC 二 一 DA ,那么由 


AC — a — AB-\- BC —— - — - \ /-* — 、— • —— - 1 — 、 
_^ ^ AB — — CD — 一 I q— b\^ AD — —DA — 一 (ci-\-b 

BD 二 b 二 BA\AD 2 V J 2 V 


2. 已知平行四边形必的边汐 6 ； ⑺的中点分別为足 Z • 兔 AK 二 k,AL 二 I ,HlBC ， CD 、 


解在平行四边形中 


AK - k -m iBC -- CD — iBC 


，解得 


T C ,_\ k 


AL-l-AD,DL-AD,-DC-BC--CD 




3. 证明： 必中点的充要条件是：对任意一点 (9 有而=¥而+ OB^j 


解：若是线段 f 中点当且仅当 = ，即 AO+OM = MO+OB , 整理得 

而=去(而+ 汤)。 

4. 设 J / 是平行四边形 ABCD 的对角线的交点， 证明： 对任意一点 （9 有 

而 =1( 而+汤+反+ 涵)。 

解：设是平行四边形的对角线的交点，则由 14 题结论可知 J/ 平分对角线，即 


AM+ BM+ CM— Z)M=0 , 那么对任 意一点 O 有 


AO+ OM+ BO— OM+ CO+ OM^DO\ OM=0 


整理得而+汤+況+添) 


5. 设是三角形^^的三条中线， & AB ， AC $ iAD ， BE，CF ,并且求 


AD+BF+CF t 


解：三角形 1C 中， BC 二 AC- AB , 1AD.BE ， 是三条中线，那么 
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2 2 2 

~ BF = ~ BA +^ 4 E = -~ AC-~AB , 所以 ^+^>^=0 

2 

CF=CA+AF=-^4B-^4C 

2 


HA ， B , C ， D 是一个四面体的顶点， J /, #分別是 A ?, CZ ? 的中点 


解：取 獅中点 M 么撒 =#^= 严+严=严，同理暴产所以 


而=破+茨=全(^^+万 


7. 证明:对任意向量泛石都有 a ^ b < a ^ b ，这个称为三角形不等式，等号成立的充要条件是什幺? 

证明： 若 a , 石全不为零, 则 a +石, 4石首尾相接成一三角形， SP 么有三角形性质可得 a +1? < a +石； 
若 a ， 石有_个或者全为零 （ a , 石共线），那么显然 a ( b 二 a +石。 


8. 证明 ：若汊 共面，则其中至少有 一个向 屋可以表示成其余两个向置的线性组合，是否其中 每一个 

向量都可以表示成其余两个向置的线性组合？ 

— ► ― ► — ► — ► — ► ― ► 

证明：若 a , 共面，贝 y 有又,其中又,不全为零，则若又关0，那么 

a = -^/?-^-c , 同理可讨论;因为 X ,/ d , u 不全为零，那么若又= 0 ,则 
A A 

? ia + ju /?+ vc = /i 石 +uc = 0 , 则 a 不能表示成其他向量的线性组合，同理可讨论 / i,u 。 


9. 证明：点 ，在 直线必上的充要条件是：有实数又，"使而=又否+"沒,又+ " = 1，其中 (9 
是任意一点 * 

证明：点在直线19上当且仅当1，^?共线，共线当且仅当,即对任意 

—点 (9 ,有, S ®# OM ={\- k ) OA + kOB ，令又=1-尤"=々 
即可得知命题 得证。 

10 . m : 四点 4 AC ,/? 共面的充要条件蜃：存在不全为零的实又， ", u ， 0 ) 使得 

?iOA-\- \xOB + v OC + co OD =0，A + /i + u + co = 0 


2 



_ 第一章 向 量代数 _ 

其中 OSffig - 点。 

证明：必要性：若4戎 C 刀共面，则共面，则有不全为零的实数名，4,4 ,使得 
七 k ^ It — k ^ Ib 二。， 那么对任 意一点 (9 ,有 

k x 汤 ) +4 (23+ ocj+/t 3 (^jo+ 03) = 0 

整理得 (1_々 - k 2 - k ^) OA -\- k x OB -\- k 2 OC -\- k ^ OD -^) , 

令又 =1 -々 1 - k 2 - k、，[i = ^,U = 4，0) = 4 即可得知必要性得证； 

充分性 ： A + /i + D + o ) = 0 ，且不全为零，不妨设 A 关0，那么 A = -/ i - u - o ) , 

则 ( _ /i - U _ CO ) CO = 0 , 

整理得 / i (^ AQ -\- OB ^ + v {^ AQ -\- OC ^ + co (^ AO -\- OZ )^ — 0 ,所以/^^^+ 1 )^( 7 + 0 )^^? = 0 , 
则共面，所以戎 6 ； 汐 共面。 

11. 设 J , B ， C 遷不在一廑线上的三点,则点 M 在 4 A C 决定的平面上的充要条件蜃:存在实又，"小 
使得 

OM — XOA-\- \iOB + v OC, A + /i + u = 1 

其中 。 是任意 一点。 

证明：因为4 C 不共线，则1,]^不共线，那么点 J / 在4方 , C 决定的平面上当且仅当 
~AM = k x ~AB + k 2 ~AC , k v / c 2 不全为零 ， 即对任意一点 （9 , 有 

1 +而 = 4 ( 1 + 汤)+ 々 2 (^^+況) ， 

整理得 OM = ( 1 _ k \ _ ^2 ) OA + OS + ^2 OC , 令又 =1 _ k 、 _ 毛 ， "=々 i ， u 4 即可得证。 

12 •证明 •• 点在三角形包括三边）的充要条件 是 ：存妇晚实数 又 ，"使得 

AM = IAB + fiAC , A + /i < 1 

证明：点 J / 在三角形^^^内 （ 包括三边）当且仅当存在汐 C 边上一 点汐，使得 J / 在线段^9上，当 
且仅当 +4 =1 ? 0<^<1 , 即 

AM 二 kk\AB kk ^ Akk ^ + — 1 / 命题得证。 

3 
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13•证 明： 点 j / 在三角形必(^内 （ 包括三边）的充要条件遷：存在 ㈢ 晩实败又， 

OM — XOA-\- \iOB + v OC, A + /i + d = 1 

其中 OSff 意 一点。 

证明：由 12 题可知 ~AM = ^~ AB^r ^!~ AC , < 1 , 那么对任意一点 （9 , 有 

整理得 ~om = (1 _ r _ " J ~ oa^t ) C ~ ob ^ jli'oc ，令 ; i = i _ r _ "= r , u 即可得证。 


14. 用向置法 证明： 平行四边形的对 A 线互相 平分。 

证明：设，是平行四边形^对角线^6；及9的交点，那么%分别共线，所以 
~ AM ^ k ^ AC ^ BM ^ k^BD ,那么 1=承]^=承 ( l + f ) =名 (1+1) ,同时 
二二]二], 因为不共线，那么可得 
k x =1 — 4，名=4 , 解得名=々 2 =丄 ， 所以是^6；及9的中点，命题得证。 


15. 用向置法证明：三角形必 C 的三条中线交 于一点 J / ,并且对任意一点 (9 有 

而二丄 ( 而 + 汤 + 无） 


证明 ：设刀 ，式 ，分 别为 BC ， CA ， AB 边的中点，及£； 交于点 J / 下证 AM ， AD 共线。 


HCM ^ k ^ CF ^ BM ^ kJE ，那么 


1= f + 名 ( i _ @ 名 




v 


2 


AB-AC 


J 


二了 B —UB \ k 方 E 二了 B — k^E -了》二了 B \、 


\ 


v 


-1 AC _ AB 


J 


因为 AB , AC^±m , 那么由以上两式可得名= 4 


2 


所以, 


^lUb 七 ]3 二 ] h—LU b 二 


2 


2 


2 


2 


所以 jJ /二一 2 Z ?, 即^ /,2 Z ? 共线。 所以三角形的三条中线交于 一点。 
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因为^,所以 i + i + M = o ，所以对任意一 
3 3 3 3 

点 (9 ,有,整理得丄 (而 


16. 用向置法证明：四面体必的对棱中点连线交于一点，，并且对任意一点 (9 有 


而=丄(而+汤+況+涵) 


4\ ， 

证明：设式，,(7,况分别为四面体必 CZ ? 的 S 似棱的中点，下证 


:风私交于一点。 


由于名歹=^+^^=全(^+^)=全涵=去(^1^)=泛+&=@, 

名％^7为平行四边形，那么它的对角线@交 于一点 J /。 


所以 


KM 


5 + H—»»+»i + 司 


二 一 AB —— AC 七一 AD 

4 4 4 

^ = ^+^^£l = - Aff -- JC +- AD ，那么 丄]^ ，所以点 J / 在 AZ 上，那么 

2 2 2 2 

EF ， GH,KI^H 、。 

又及+而+茨+而=]^+而+涵+而+沒+苑+反+而=0 

所以对任意一点。， 

有 ~ AM + 而 + OZ + 而= ~ AO + 而 + ~ BO^r OM ^ ~ CO ^ OM + 万^十 OM =0 
整理得 涵^丄 (而+汤+无+而 )• 


17. 在三角形中，式，分別是^6； 必 上的点，并且仏=— C 4^= 一必 •兔 BE,CF 


挪 G •舰 ' GE -—— 严 GF --— 严 


证明：设6^= k \ BE , GF — k 2 CF , 


则^ -- Aff + JCU-JC 


又 d 


K ~AB\ — AC , 所以 =--(1-^ 2 )^^1 = ~ + (l _ 4) 

D ) D D D 


5 
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解得々^^4=1所以 


18. 用向置法证明契维定理： 笔三痛 ABC 热三也 AB ， BC , 依次被分割成 


AF \ FB - A : \ i , BD \ DC-v \? i , CF \ FA = ju :u 


眞中又, ", u 細■正败 • 则三角形的顶点与对边分点的连线交 于一点 ， • 并旦对任 意一点 cm 


OM = - UOA ^ ^ lOB + vOC ] 

Ah-^ + u v 7 

证明： 放 CF ， BE 好备 、 M 二 ,■ 


AC \ 


AC + k \ CF 二 AC + \ 


AM — AB -\- BM — a 

所以 1 — 名: 

r O 

- 々 2 ， 


l) + JU 

所以 1 = 

1 


o + A + ju 


= AC ^/ c u 

汄又+ " 

f ㈠ 

} ^ 

/i + A /i + D 

- ，/ c 2 = - 

U + A + " d + A + ju 


AC-AB 


\~ AB + vAC ^ , 




D + A 


所以共线，那么三角形的顶点与对边分点的连线交 于一点 J /。 


CM — k x 


/i + A A 
/i + u + Al/i + A 


AB-AC 


~BM = / c 2 RE = -^- V - ~ AB ^ r^—AC , 

一 /i + u + A ^ / u-\-u J 

所以对任意一点 (9 有 

A ^+ ju ^+ uCW = A(^^+^j + ju ^- haM ") + u ^ CV + aM ") = 0 


mmnoM = - ( ioa + i ^ ob + voc ] 

A + ^ + u v 1 


19. 用向量法证明：三角形必 C 的角平分线 交于一 点#,并且对任意一点 (9 有 


ON 


a + b+c 


aOA — bOB \ cOC^j 
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其中 a , A (分測 14 C 所对的边的边长。 

证明：由于三角形的角平分线分对边之比等于 1 : 1 ,那么用 18 题的契维定理马上可得命题成立。 


20. 设44,…，乂是正"边行的顶点， O 是它的对称中心， iiEBS OA x +似 2 十…十似〃 = 0 


证明：反证法。假设结论不成立，则可以设04； + +…十 OA n = (9 户，其中户关 (9 ,将平面绕 (9 

点旋转$ ,设点户变成，则@变成,由于 O 是正"边行的对称中心，所以 

当平面绕 (9 点旋转 &时， 和向量0 + "^ + ... + %不变，即@不变，矛盾。所以命题成立。 

n 

21. 设 一> h 区域 (7 ,如果连接它的任意两点的线段上的每一点都是夕的点，则称 (7 是凸的，证明 ：由同 
一点出发的向屋尤二名％ +々 2 +…+的终点组成的区域是凸的，其中々 p 々 2 ,…，夂都是非负实 

数 * 并且 4 +々 2 +…+々"=1 • 

证明：设由 O 点出发的向量^二名泛+々 2 ¥+...+夂€的终点组成的区域是 (7 ,4万为<^中的点， 


则 


OA =名 0 + yf 2 % + …+ yf /;/ a r 


- ► - ► - ► - 

OB- k[a x ^ k\a 2 —K m a r ‘ 


^ + ... + A = < +々‘+ ... +尤=1 ,若 M 为线段 AB 上的点贝! J 有 


OM — A OA + /i OB , A + /i = 1 ,即 

OM = +>f 2 ^ 2 +_ + 々 /"%") + [\k x a x k\a 2 + …+《 

= ( X ^ + fdk [) a x +( 又 々 2 + "名） + …+ (又也 + " 々二） a /77 

{^X/c x + + fj,/c ' 2 ) + ••• + ( 又々用 + " 尤 ) 

= + k 2 + ... + k m ^ + /i ( < + < + ... + k^ m ) = 1 

所以也是 中 的点，所以 是凸的。 




习题 1.2 

1. 在4仿射坐标系中画出 T ?0 各点. 

户 ( l ，3,4) W (- U 3)， J /(- l ,-2，-3) 

2. 给定直角坐标系，设点，的坐标为(不少, z ) ，求它分別对于 1(9 少平面，尤轴和原点的对称点的坐标❶ 

解：它对于 xOy 平面的对称点的坐标为 ( 不少， - z ) , 
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对于尤轴的对称点的坐标为 ( 尤，_少, - z ) , 
对于原点的对称点的坐标为 (- X , -少, - z ) 0 


3. 设平行四边形 ICO 的对角线交于 ，点 •设 


DP=-DB,~CQ=-CA 
5 6 


取仿射坐标架 


A \ AB，AD t 棘 M ， P ， 口的 坐标以及向屋没的坐标 • 


解：由平行四边形的对边平行且相等可知， 


v 


丄丄 
2' 2 


，户 


14 


,Q 


V 


5 5 
6'6 


,则~的坐标为 


^19 

k 30 ' 30 , 


k 对于平行四边形 ABCD ，求4 A AD , 挪在仿射坐标架 C ; AC，BD 


中的 坐标。 


解：由平行四边形的对边平行且相等可知， A{-\^),D 


〔」1 

~ 2'2 




11 


v 


2 2 


洞0,-1) 




5 . 设 jbcd 现为正为 m , 求个顶点以及向》我， j 中的坐标。 

解：由正六边形的性质可知^(0,0)，万(1，0)，〔(2,1)，/?(2,2)，(1，2)，(0,1),则由向量坐标和 
对应点坐标的关系可知 ^(-2,-1) 


6. B 知 OA = e v OB 二 e 2 , OC ^ e ,. 是以原点 (9 为面点的平行六面体的三条棱，求此平行六面体过点 


(9 的对角线与平面必 C 的交点在仿射标架下的坐标。 


解：由于@= 5 ，(^ > = 6 ，( 96 7 = 6 不共面，则可得仿射标架[% 9 , 6 , 6 ]，那么可设 ( 9J / 在该仿 


射标架下的坐标为(岑，又 2 ,又 3 ) ，因为 4 及共面，则 1 =^ 9 +又^ 2 +又 #3 ,且 


^+^+ 4 = 1 ,又由 （ 9 , J /, 厶共面，则可设,因为厶坐标为( 1 , 1 ， 1 ),所以 


OM - X x e x + ? i 2 e 2 + A 3 ^ 3 


V 1 


(I 1 n 

J ? 3 ? 3 y 
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7. 设汊的坐标分別是 (1,5,2)，(0，-3,4)，(-2,3，-1) ，求下列向屋的坐标: 

(1)2 c _ b -\- (2) _ 3 c + 2^+ Ac 
解：由用坐标表示向量的线性运算可知 

lei — b — c 的坐标为 (2 x 1 — 0 — 2, 2 x 5 + 3 + 3, 2 x 2 — 4 — 1) = (0,16，一 1) 
-3 a +2 石 +4 e 的坐标为 (-1 1,-9, -2) 


8. B 知平行四娜必6»中顶点4戎 C 的坐別为 (1,0,2)，(0,3，-1)，(2，-1，3) ，求汐点和对 


角线交点 ，的坐 标 。 

解： 由^^万&可知刀点坐标为^-七石)，由 i = M 可知点坐标为 


^3 _]_ 5 ^ 
v 2 ?_ 2 ? 2 y 


9. 判断下列各组向屋；是否共面？能否将。表示成汊石的线性组合？若能，写出表示式。 

( 1 ) a (5,2， l )，3(- l ，4,2)， c (- l ，- l ，5) 

( 2 ) a (6,4,2)， B (-9,6,3)， c (-3,6,3) 

( 3 ) a ( l ，2，- 3)，石(-2，- 4,6)， c ( l ，0,5) 


解： a : b ， c 的混合积为零是 a , 石， e 共面的充要条件。 


( 1 ) 


5 -1 -1 
2 4-1 

1 2 5 


关0则不共面， c 不能表示成 a ， 6的线性组合 


( 2 ) 


(3) 


6 -9 -3 
4 6 6 

2 3 3 

1 -2 1 
2-4 0 
-3 6 5 


0则 a ， Ac 共面， c 二 一 a ^ r—b 

2 2 


0则共面， c 不能表示成 a , 汐的线性组合，因为成比例，所以4汐共 


线，而 c 与不共线。 


10•设点 r 分线段必成 5:2 ，点 ^ 的坐标为 (3,7, 4) ，点 C 坐标为 (8,2,3) ，求点方的坐标。 


9 
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解：设万坐标为(不少， Z ) ,则由于 C 分线段成定比互，则 


3 + -x 1- r-y 


^ 4 + -z 

^-,3 = ——,得(尤,少， z) 






1 + 


2 


1 + 


2 


1 + 


10 , 0 , 


13 


v 


j 


2 


11. 用坐标法证明：三角形必 r 的三条中线交于_点，若4及 C 的坐标分別为 


(^,^,^),(^2，^,^),(^*3,^ 3 ^ 3 ) * 求其重心的坐标。 


证明：在三角形# C 中，设刀，式 ，分 别为汐6； Cifa 的中点，在 A \ AB，AC 


中， 


j(0,0) ， A(l ， 0) ， C(0 ， l)，A 


为定比/ ,则 J / 坐标为 


11 

v 2 ? 2 y 




，E 


v 


,F 


\ 


2 ? ° 

v z J 


, 设 J / 分线段 I 成定比々，分线段 


1 / /a 0 + — ./ O + 士. 

,.l + 々 .0 2 u 

M ..= - = —— —= - 

l + 々 1 + / 7 1 + 泠 1 + / 


2 1 + 0 ./ 


x 


解得々 = /=2 ，所以 J / 坐标为 


_， 3 ? 3 


, 则崖 


11 


，AD 


11 

a 


，所以 j ，》，# 共线，所 


以三角形的三条中线交于 一点。 


12. 在三角形必 C 中，设户,这 々分別 是中线45^6； 上的点，并旦 


}iQC,~CR^vRA 


证明户, 这义共 线的充要条件 蜃又叫 = -1 


证明：在仿射标架 


A \ AB ， AC 今, ^(0,0) ? i ?( l ,0) ? C (0, l ) ,由于户分线段1成定比又，则 


A =7^ T,/^=^T , P 分线段万 C 成定比 V ，则泛^ 


1 + A 


1 + A 


1 + /i 


, Q y 




1 + /i 


, w 分线段成 


定比 u ,则， 


0 


1 +U 


，次 


1 +U 

p x Q x R 

Py Qy R :' 

1 1 1 


, 所以，共线的充要条件是 


又叫 + 1 


(l + A)(l + ^)(l + u 


0 


即 ^juu = _1 
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习题 1.3 


B 知 


a 


71 


3,|^| = 2,< a，b> 二一， 求 3 a +26 与 2 a -56 的内积《 

6 


I ? : (3a+2/?y(2a-5^ = 6a -15^*^+4^-^-10^ = 14-33-V3 


2•设 dCm - 个四面体， OJ= 0^\ = 2,\0C\ = 1, AAOB = AAOC^ - , ABOC^ - , P 

|| 3 6 


是 U 中点， J / 是的重心，求 （9 户 ， OM ,<OP,OM> 


解：取仿射标架 


Q\e v e 2 ，e 3 ，其中长度都等于的长度，且分别与 O ?， 同向 


则4 w 坐标分别为( 2 ,0,0)，(0, 2 ,0),(0,0,1),户坐标为(1，1，0),所以 
OP 1 - OP. OP- [e x -\-e 2 y^e l -\-e 2 ^j = e l -e l ~\~e 2 -e 2 + 2e x - e 2 = 1 + 1+ 2 cos— = 3 , 


f 


又点分线段(^户成定比 2 ，那么可求得 J / 坐标分别为 


2 2 ]_ 
3 ' 3'3 


,则用内积计算可得 




3. 证明下列各对向量互相垂直。 


( 1 ) 直角坐别为(3,2, 1),(2,-3,0) 的两个向屋； 

(2) 中。)-中.批。 

证明：（1) (3,2, 1).(2, -3, 0) = 0 ，所以两向量垂直； 


( 2 ) 




a[b' c^-bya-c 


•c=a ^clc-Ma-clc= a-c a-c =0 ，所以 


两向量垂直。 


k 证明： ~ tb &—a—a 


证明： 


~AB-~CD^^BC-^4D+CARD 

二 H-H 七 H-H—H-H 

= o 


ii 
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5. 证明： 对任意向量汊石都有 


a+b 


a-b 


2 


a\ 


+ 2 


b 


当 a , 6 不共线时，说明此等式的籯义 . 


证明： 

― ► ― ► 
a^b 


a-b 




— 2 — —2 —2 — —2 

a -vlab^-b a -lab-^b 


2 


a\ 


2 


+ 2 


b 


2 


当 ; 石不共线时，此等式的几何意义是：平行四边形两条对角线的长度的平方和等于它的四条边的长度的 
平 方和。 


6. 下列等式是否正确 {a.a=a 、 


( 1 ) 


a\ 


— ► — ► 2 ~~ ► / ― ► — ► \ — ► 2 ~ * ( — ► — ► \ 2 — ► 2 ~ ► 2 / ~ ► ― ► \ — ► — ► / — ► —►、 
a- a f (2) a\a'b\- a b ,(3) \a-l?\ - a b ,(4) [a-Mc= a[/?-c 


解：都不正确。 （ 1) 式左边是向量，右边是实数； （ 2 ) 式左边向量和 a 同向，右边向量和乃同向； （ 3 ) 式 


a. b 


a\ 


b 


cos 2 <a,b> ; ( 4 ) 式左边向量和 c 同向，右边向量和 a 同向，左右两边的向量的 


长度也不 _ 样 C 


7. 在直角坐标系中，已知汊孓2的坐标分別为(3,5,7)，(0,4,3),(-1,2，-4),设 


u = ?>a-\-Ab-c,v=2b+c 


求 //• v, u , v ，< i/ ， v> • 

解： " ， ^ 坐标分别为 (10,29,37),(-1 ， 10,2) ，则 ".f=354 , 


u\ 


V ? = 72310, 


v 


V? = Vl05 ,< t/,v>= arccos 
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8. B 知三角形的顶点 4 W 的直角坐标分別为 (2,5,0),(11,3,8)，(5，11,12) ，求各边和各中 

线的瓶 

解：设 分别为 BC ， AC，AB 边的中点，那么刀，式，的坐标分别为 


12 
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(8,7,10)， 


/ 


v 


7 

2 


，8,6 


13 

T 


,4,2 , 5!0|^ = |(9, -2,8)| = Vl 49 , = |(3,6,12)| = 3V2T 

/ 


汐6]= (-6,8,4) =2 V 29 , \ AL \ = 2^5 , 网 =— V^T , |6^ = - V 461 


2 


2 


9. 设三角形的顶点 4及 C 的直角坐标分期为 (2,4,3)，(4,1,9)，(10,-1,6) ，证明三角形 

必 C 題角三角形。 

证明：解得向量^(2,-3,6)，]^(8,-5,3)，1(6,-2,-3),因为 2 H =0 ,所以三角形 
ab , Bc^mm , 即它是直角三 角形。 


10 •证 明: 三角形三紳线的赌的平方和軒迎赌的平方和的 f 

证明：设三角形 i ?, 边长为,刀，式 ，分 别为万6；^6；^?边的中点，取仿射标架 


A \ e x , e 2 ,其中分别与同向，长度为1 ,则4及式，的坐标分别为 


(0,0)，卜，0)，(0,6)， 


( -aXb 

v2 2 ^ 


0 ，# 




- a ,0 , {50 \ A ^[ + \ AC \ + \ BC \ = 2 a 1 + It 
2 


Alf ^ 刻 2 + CM 2 二一 a 1 — — b 1 , 命题得证。 

2 2 


11•证明：三角形的三边的垂直平分线交于一点 。 

证明：设刀，式，分别为汐6；力^^边的中点，点为^6；边垂直平分线的交点，下证和 
及二垂直，即证 M .^= o 。 二而 ' 


2 涵瓦 =( 逆 +两+初+而+瓦+而) .瓦 

i^AC-AB^ 


MF ff 


MF . AC — AB . AC —— AB . AB - ME . AB +- AC - AC - — AB . AC 
2 2 2 2 


f 


v 


2 


2 


\ 

厂 1 1 ) 

， AC - 


y 

l 2 2 J 


• AB — 严 —1 AC 


-AB --AC --AB ,-AC 
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所以_和汐 C 垂直，命题得证。 

12. 证明： 如果 一> h 四面体有两对对棱互相垂直，则第三对对棱也必垂直，并且三对对棱的长度的平方和 
相等。 

证明：设 (9— 四面体，且^丄^ Y ，则 

百 B.UB- 万 $ 二百 8 及 - 百 B , 万 A: 。 ，秘涵 .UB • 万 A 
H 二百 A.^di- 百 B 、 二百 A 及 - 百 A 而二。惠涵及二 a 
所以 ak~dc=OB Oc , gp H- 百 b 及二 ^dk-Wydi 二 1a 及 ， m 
及 丄反。 

紙 Ub 二 UB - Hb — 万 A -瓦 二百 B — 万 A t 所以 


^ OA ^ CB + IOA-CB 


OA 


CB 


- ► \ A 


OB+CA] 


) 


0 B \ CA \20 BCA 


OB 


CA 


^ C + BA =~ OC + OA - OB = OA +~ OC -~ OB = OA+^SC , 所以 


- ► \ 


2 


•2 


•2 


OC 七 BA 、 二 OC 七 BA V!OC*BA 


OC 


BA 


04+ Jc ) 


•2 


•2 


OA +BC —lOA.BC 


OA 


2 


BC 


所以 


OC 


BA 


OA 


BC 


OB 


CA 


13. 设方向孓的直角坐标为 (1,2,-2), 求它的方向角和方向余弦。 


解： m % a 的坐标为 


}_ 2 -2 
3'3 'Y 


j 


—0 1 ^ 2 -2 
，所以 J 的方向余弦为 cos a =$， cos jS = 1， cosy = i ，方向 


1 八 2 -2 - -o 

角为 a = a / TCOs —， j 8 = a/rxos —= a / rcos —— ， a 的方向角和方向余弦与 a 的方向角和方向 


余弦相等。 


14. 下述推断鼉否正确：若孓忑=石5，旦2式0，则孓=石。 

解：不对，若孓笑0 , 5.5 =石.孓不能判断孓=石，如直角坐标系中的三个基 向量 ： Abe , 


e \' e ^~ e 2 % ^3，且 Q 式0，但 $ 矣 g 。 
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15. 证明：个向置 a , 石,面，如果向屋 I 满足尤"=0, j •石 = 0 ,k = 0 ,则尤=0。 


证明：因为 a : b ， c 不共面，所以存在实数使得々^ +毛石 + 々 3 e = >r ,那么 


X' X- 


— ► / — ► — ► — ► \ — ► — ► — ► —► — ► — ► 

k 2 b + k ^ c \ - k x x - a -\- k 2 x - b -\- k ^ x - c - 0 


所以：=0。 


16. 证明：三向屋； A :共面的充要条件是 


a . a a-b a . c 
― ► — ► — ► ― ► — ► — ► 
b ' a b'b b'C =0 


C ' a C'b C'C 


证明： 4 孓 r 共面，则存在不全为零的实数々 p 々 2 ，々3 使得 + 石+々3。=0 , 那么 

—► ― ► ― ► ― ► — ► 

k x a - a -\- k 2 a - b -\- k ^ a - c - a ^-^), 

— ► —► —► ― ► — ► ― ► ― ► 

k x b - a ^- k 2 b - b ^- k ^ b - c - , 


k x c - a ^- k 2 C ' b -\- k -^ C ' c - C '^)-^), 

所以以上齐次线性方程组有非零解，所以它的系数行列式 


a . a a-b a，c 
— ► — ► — ► — ► — ► — ► 
b ' a b'b b'C = 0 


c-a C'b C'C 


习题 1.4 


(— —\2 — 2—2 (— —*■ \ 2 
1. 证明 ： ax 汐 - a b - [ a - b \ 


证明： 

( ax /? 


ayJb 


a \ 


b 


sin 2 < aJ ?>- 


a \ 


b 


2 — — \ — 2—2 / —^ —\2 
1 -cos < a , b >\ - a b 


2 . 证明 i ^ Saxb - c ' xd . axc - bxd , 则 a— </， 汐 共线。 

/ —► — ► \ / —*• —► \ —► —► ― ► — ► —► ― ► —►—►—► — ► 

证明： ya_c 、 二 a 乂 b_d 乂 b_a 乂 c 七 d 乂 c 二 a 乂 b — b 乂 d_a 乂 c_c 乂 d 二 0 

所以 共线。 
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3. 在右手直角坐标系中，设汊石的坐标分別为 (5, -2,1)， (4,0,6) ，求以孓 x 石和以泛石为邻边的平行 


四边形的面积 • 


解： ax 石的坐标为 


f 


V 


-2 1 

0 6 


5 1 
4 6 


5 -2 
4 0 




J 




(-12,-26,8) , ^ 


a 乂 b 


2 V 221 


4. 在右手直角坐标系中，设汊孓5的坐标分別为(1,0，_1)，(1，_2,0)，(_1,2，1),求 


b-c\y\a-c 


解： 


^a+b-cjxya-b+cj 

—► / —► \ —► / —► \ —► / —► \ —► —► 

-3 ax a -\- /?x a - cx a -\-3 ax \- M -\- cx \- M -\-3 ax c -\- /?x c - cx c 


-2ax]?-\-2ax c-\-2/?x c 


所以 (3 a + 石石 + e ) 的坐标为 (16,4,16) 


5. 证明：(2-石卜(5 +石)= 2(5 x 2) ，并且说明它的几何意义。 

证明： ( a - 石 ) x ( a + 石 ) = axa - 石 xa + ax 石一石 x 3 = 2( ax </) ,它的几何意义是： 以 a ， 石为 

邻边的平行四边形的定向面积的两倍等于以它的两条对角线为邻边且定向为 + ^ 的平行四 
边形的定向面积。 


6. 证明 ：若孓 +孑+孓= 0，则 = ，并且说明它的几何 籯义。 

/ — ► — ► — ► \ — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► 

证明 ： (J + 汐 + e ) xa=axa + 乃 xj+exa = -ax 乃 +exa = 0 ,所以 ax 6= cx a , 

/ — ► — ► — ► \ — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► —► — ► — ► — ► — ► — ► 

la -\-/?-\- c ) x /?= ax /?-\-/? x /?-\- cx /? = ax/?-/?xc = 0 , 所以 ax 6 = b 乂 c 。 

7. 证明三角形的重心分原三角形成三个等积三角形。 

证明：设分别是三角形边的中点，重心为 , 取仿射标架 
「以，及无"| ,则 
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ABx AM 二 ABx 


(2 ^ 

2 

厂 1 、 

2 ( 

-AD 

= —AB 乂 

AB+-BC 

= —AB 乂 

13 ) 

3 

1 2 j 

3 1 


2 2 




j 


ABxAC 


AM 乂 AC 


2 


v 


2 2 




xAC=-ABxAC 


j 


JCx^=(^-Aff ) jx 


f 


2 




BE 


J 


2 ^ / i 

-(jC-Affjx -~AB^-~AC 

3 V 2 y 


-ABxAC 


所以 ABx AM 二 AMx AC 二 BCx BM , 命题成立。 


8 . 在平面右手直角坐标系中中，设三角形^的三个顶点4 C 的坐标分別为 

(七 ，少 少 2 )，(；少 3 )，证明三角形的面积为 


并且说明正负号的几何意义。 


1= ± 


2 


yx 

1 


少2 

1 


x 3 

少3 

1 


证明:取空间直角坐标系 a ， a ] ,则4及 c 的坐标分别为(七，少 i ， 0) ，(〜少 2 ， 0) ,“,少 3 ， 0) , 


所以 


心 i 

ABxAC 


x 2 - x x 

x 3 - X x 

少 2 -yx 

少 3_% 

0 

0 

= 土丄 

x 2 - 

-弋 

少 2 - 

-yx 

=± i 

4 

yx 

少 2 

x 3 

少 3 

2 



e l 

e 2 

e 3 

2 

x 3 - 


少3 - 

-yx 

2 

l 

1 

1 


正负号的几何意义是：当^?，的旋转方向 （ $专角小于 7 T ) 为逆时针方向时，带正号，否则带负号。 


9. 下述推断是否 正确？若孓 x 孓 =^x 石 ，并 且孓笑0 ，则 2 =石。 

解：不对，只要石共线，则有 ex a = = 0 ,但不 一定有 a = 石。 

10. 设；与； x ; 鄉，讨论；与;的关系。 

解： 孑与 ix 孓共线，当且仅当= 0 ,则由二重外积公式可得 
xx ( xxy ) = ( x -^) x -( x ' x ] jy =0 , 即 I 与少共线。 
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11. 就下列,讨论；与;的关系 ( a ^ O ) 

— ► ― ► — ► — ► 

( 1 ) a - X - a-y 

― ► ― ► ― ► ' 

(2) axx=axy 

— ► — ► — ► , 一》 ― ► — ► — ► —♦ 

(3) a - X - a-y ,并且 ax 少。 

解 ：（1) 孑在孓上的分量与孓在孓上的分量相等，或者说在 同一起 点下，免孓的终点的连线和2垂直。 
(2) 在 同一起 点下，免孓的终点的连线和2平行。 

( 3 ) 尤=少。 

12. 设2式0，^=^ ,求满足方程孓的点户的动迹。 

解：若 a ， 石不垂直，贝 yax ^ r =3 无解，下设 a ， 石垂直，可 求出尤 = a (石 x a ) 是 = 石的 一个特 
解，从而点户的轨迹是与2平行且与 巨离为 Hr 1 的一条 直线，它位于过似且与石垂直的平面 

内，且在直线~的由石 x 孓指向的 一侧。 

13. 设 a ， 都不是0 , x . a 二 h 丰乂 — b 二 c ，求 ; r (讨论各种情况 X 

解：若石，（不垂直时，显然无解。下设石丄 （ ， 设 I 是尤.^7=々关0，^石=(的解，则得 

ax = axe 

从而得.石)尤= axc ，所以 

情形 I ,孓//孓时，无解； 

情形 II , a , ^不平行且 a , 石不垂直时，有 唯一解 ：尤= ( a . 石) i ^/ ih+axcj 
情形 III , a , e 不平行且 a , 石垂直时，如果 q a , 々石成左手系，则无解 ]\/ i\b ^ a csin < a , c > , 
也无解；如果 qa ， 乃石成右手系并且 \/ i \\^ = a c sin < a , c > , 则有无穷多个解，此时在空间中取定 
一点 O ,所有向量的起点都放在 (9 上，那么孓 .2= 々的解向量的终点的轨迹是与2垂直且与 (9 的距 
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h _ _ __^ 

离为了的平面巧，并且 O 到丌 i 的指向与同向；尤 x 石= c 的解向量尤的终点的轨迹是与石= OB 耳 
a 

― ► 

__ ^ 一 一一 

行且与必的距离为：的一条直线/,它位于过 (9 且与 （垂直 的平面兀 2 内，且在直线必的由 6 x ( 指 

b 

向的 一侧。 因此孓.孓=々，孑><石=孓的解向量 i 的终点轨迹是;^兀 2 的交线，此交线就是/。 


14. (1) B 知 e = l,e 丄尸，将尸親 e 右旋角度0得尸1 ,试用 e ,广，0表示尸 u 


(2) 给定三点 (9,4户将户绕似 右旋角度 0得到乃 ，试用 似， OP • 0表示 (9 户“ 


解 ：（ 1 ) r x = ( cos0 )^+ ( sin0 )^ x r 


(2) 过户作平面 ; r 与垂直，设 OATn 交于点万， 于是 BP 魚 右旋0角得到及,所以 


BP\ 


( cos0 ) 沒 +^^( l - cos0 ) 而+ 


sin0 


OA 


OA 


OAxOP 


习题 1.5 


1•证明： axb ' C \ < d d 


证明 


ay ^ b ' c 


a \ 


b 


sin < aJ ?>^ 


c 


a \ 


b 


c 


— ► ― ► — ► — ► — ► 

sin < a , b > cos < a ^ b , c >< 


a \ 


b 


c 


― ► ― ► — ► ― ► ― ► — ► — ► ― ► ― ► 

2 . 证明： 9 aS ^ ax /?+/? xc -\- cxa = 0 f 则 共面。 

/ — ► — ► — ► — ► — ► — ► \ ― ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► —► 

证明： [ ax /?-\-/? xc -\- cxa )- c = ax/?-c = 0- c , 所以 a , 么 c 共面。 


3. 在右手窳角坐标系中， 一 个四面体的搏到乂及6；汐的坐标分別 S 


(1,2,0)，(-1，3,4)，(-1,-2，-3),(0,-1，3) 

求它的体积。 

解：它的体积等于以&构成的平行六面体的体积的六分之一，即 


V 二 







-3 

1 

-6 


59 

T 
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( ■ > ■ » ■ » ■ » » ■ »\ ( ■ » ■ > ' »\ 2 

ax /?^/? xc , cxa ) = la , b , c \ 

证明： 

c,cx aj = cy^cx 

(^ax/?y cj/?-^ax A-(cxa 

ax ]?)- c \/?-( cxa ) 


a 




5. 证明： ^ax]?y^cx{/j-\-(J?x cy^ax{/j-\-^cxa \{hx7 } 

证明：由 Lagrange 恒等式可得： 

(ax 石 ).(^x </) + ( 石 x . (a x </) + x a ).( 石 x (/) 


0 


― ► ― ► ― ► - ► 

a，c a. d 

— ► — ► —► ' ■» 

+ 

― ► ― ► ― ► — ► 

b ， a b- d 

― ► — ► — ► ' — » 

+ 

― ► ― ► 

c，b 

― ► ― ► 

― ► — ► 

c. d 

— ► — ► 

b' c b. d 


c. a C'd 


a. b 

a，d 




ya• cjy/?- c/j - ya• ^jy/?• cj -\- y/?• ajyc- c/j 

-H ㈠ + p.z)H-pi)(“: 
0 


6. 证明 ： ax 


by\ cy- d 


:咧( 


axc \-\ b ' C\\axd 


证明：由二重外积公式可得 


ax 


bv\c 乂 d 


ax 


b. d\x c-\ b- c\x d 


=(石等。)- ㈣(㈣ 

7. 证明 :(1) ^ax/?^jx^cx{/j = (^aj?,d^c-(^a,b,c^d 


( 2 ) (ax 》 )x(cx</) = 

证明 ：（1) 由二重外积公式可得 

( 2 ) 

(ax/?)x(cx(/\ = -(cx{/\x(ax/?) 


(^ a , b , d ^ c -(^ aj ?, c^d 


“羽 ：-((; 斗羽平-(孓邱 
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8. 证明：对任意四个向屋"，石，,有 ( A ^，</) a +( c ， a ，</)3 + ( a ，3， J ) f +(3， a ， c ) y =0 


证明：由第 7 题可得 


ax 石 )x (ex J ) _(ax 3 )x (ex </) = (^aj?,d^c-{^a,b, cj d - c,d)jb- c, aj 

/ — —* —- \ /-*■ -*■ ― \ — *• (— — ― *• \ — ― *• \ 


9. 若尤，少，尤 x 少共面，讨论不少的关系。 

解：若 ；少 , TX 少共面，则； 少， 少的混合积等于零，即 px 少少 j = 0 ，所以 ; rx，=0 , 
即不少共线。 


10. 证明： 

证明： 

V\x( Vi X V 2 


V\xl vixy 2 


X 


V2X\V\XV2 


V\ x Vi 


V\ X V2 


X 


F2 X Fi X F2 


V\ ' Vl\V\ -\V\ ' V\\Vl 


X 


Vi • Vi\V\ -\V2 ' V\\Vi 


v\ • vi jyvi ^ vijv\ x v\ -yv\ - v\^yvi ^ vi jvi ^ v\ 

\ 2 ― * (\ / —* \ 

V\'Vi \ Fi x F 2 + ( ri • Fi )( Vi'V\\vi^ Vi 

COS 2 < Vl,V2 >) V\ X V2 


― ► 

2 

— ► 

2 

― ► 

2 

― ► 

V\ 


V2 

— 

V\ 


V2 


V\ X V2 


V\ X V 2 


11. 证明：若 M ， 的不共线，则 V \ X [ V \ XV 2), V 2' X \ V \ XV 2 不鄉。 


证明：由第 10 题可得 


M X Fl x F2 


X 


F2 X Fl X F2 


V\ x Vi 


V\XV2) ，所以若 Fl ， M 不共线 


则 n x ^1 X r 2 , V 2 X M X r 2 不共线 c 


12 . 设趸，趸, i 不共面，证明：任一向量2可以表示成 

― ► ► ► ― ► ► ► — ► ► ► 

— a-e, -* a, e ' 乂 e、— a-e, xe ? — 
a- — ~~2=r-^l- e x + —•― 二 _L e 2 + —~ A- e 2 

e \ xe 2' e ?> e \ xe i ' e 3, e \ xe i ' e ?> 

— ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — ► — • 

证明： e x , e 2 , e ^ 不共面，所以可设0 = 49 + k 2 e 2 — k 、 e 、 ，那么依次两边内积 x xe x , e x xe 2 
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可得 

— ► ► ► 

a- e 2 ^e^ 



a 


a 


— ► — ► \ — ► — ► — ► — ► — ► 

k 2 e 2 -\- e 2 x = k x e x • e 2 乂 e 、 

— ► — ► / — ► — ► — ► \ — ► — ► — ► — ► — ► 

x e x -\ k x e x k 2 e 2 A 3 e 3 )- e 3 x e l = k 2 ^ x 

— ► — ► / — ► — ► — ► \ — ► — ► — ► — ► — ► 

e x x e 2 -\ k x e x + k 2 e 2 ^ 3 e 3 y e x xe 2 = ^ x 


, a- e.'x.e, , a. e ' 乂 e' 1 a. e' 乂 e，— 

所以々 = — ~~ 一一 , yf 2 = — ~. —> , yf 3 = — ~~ e 、 




e \ Xe 2' e 7> 


d A 


一 a . e ， 乂 e ' — a • e .' xe , —* a - e , xe ,— 

所以 a = — ~~ U e x + — ~~ e 2 + — ~~ U e 3 


W € e \ Xe 2' e 3 e \ Xe 2' e 3 


13 . 用向置法证明：若三元一次方程组的系数行列式不等于零，則它有睢一— m . 

证明： 取一 个仿射标架，把方程组的系数行列式的第1,2,3列分别看成向量2的坐标，由方程组的系 

数行列式不等于零可得 ax ]?- c ^ O ，从而；孓；不共面，所以任意向量都可以 唯一表 示成汊 A ;的线 
性 组合。 所以方程组有唯 一解。 


14. 设 a , 孑，（不共面，设 向屋尤 满足： a-x = f 7 b . x = g ， c . x = h , 证明： 


x 


cj -\- g^cx h [ ayJ ) 


a 乂 b . c 


证明：因为 a ， 石, c 不共面，所以利用第4题结论可得 bx c,cx a , axb 不共面，所以设 

I = 4 ( 石 x () +々 2 (cx a ) +々 3 ( ax 石)，那么依次两边内积 a , 石, r 可得 

X ' a - (^/ c x (石 x e ) + 々 2 (ex a ) + 々 3 (ax 石 ))• a - k x (石 x c ^- a = k ' a .^) 乂 () = /*, 

X'b- (k x cj + k 2 (ex a) + yf 3 (ax 石 )) .石 =yf 2 (rx O^'b- yf 2 a. (石 x cj = g , 


X ' c 


q (石 x e) + 々 2 (ex a) + 々 3 ("X 石 )).r = yf 3 a .(石 X cj = // , 


所以々 i 


— 4 , vf 2 = ' 

a ^ b ' c a 乂 b ' c 


g. u / [^ x ^) + ^ r (^ x + 

— ，所 以尤一 V 7 V 7 V ^ 


axb ' c 


a 乂 b • c 
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第二章空间的平面和直线 


习题 2.1 

1. 在给定的仿射坐标系中，求下列平面的普肪程和参数 方程。 

( 1 ) 过点(-1，2,0)，(-2，-1，4)，(3，1，-5); 

( 2 ) 过点(1，0，-2)，(-1，3,2),蹄于《1，-2,4); 

(3) 过点(3，1，-2)和7轴； 

(4) 过点(2,0，-1)，(-1,3,4) , 于 少轴； 

(5) 过点(-1,-5,4)，平辟平面3尤-2少+5 = 0 0 

解:(1)令^= (-1,2,0), 万 =(-2,-1,4), C = (3,1,-5), 做向量 1=(-1,-3,4), 1 = (4,-1,-5) 
则该平面的参数方程为： 

x — 一1 一 A + 4 /i 

< y = 2-3 X - iu 

z = 0 + 4 A -5 /i 

普通方程为： 

i+l -1 4 

y -2 -3 -1=0 
z -0 4 -5 

则平面的普通方程为 

Ax -\- By -\- Cz -\- D = 0 

其中 

-3 -1 -14 -14 

J = =19 , B 二一 =11 , C = =13 , 

4-5 4-5 -3 -1 

A = -(19 x (- l ) + llx 2 + 13 x 0) = -3 , 

那么普通方程为： 19 t +11^ + 13 z -3 = 0 

(2) 已知所求平面过点 (1,0,-2) 和 (-1,3,2), 那么所求平面平行于向量(-2,3,4)和(1，-2,4),那么所求平 
面的参数方程为： 

x —X 一 2 A + ju 

< jy = 0 -{- 3 A — 2 /u 
z — — 2 + 4 A + 4 ^i 

普通方程为： 
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X-1 -2 1 

少 3 -2=0 

z +2 4 4 

化简可得： 20 x + 12 jy + z —*18 = 0。 

(3) 由已知可得所求平面过点 (3,1,-2) 和原点，那么平行于向量 (3,1,-2) ,又所求平面过 z 轴，那么所求平 
面平行于向量(0,0,1),那么所求平面的参数方程可得： 

x = 0 + 3 A + 0^ 

< 少 = 0 + A + 0" 

z — 0 — 2 A + /u 

设普通方程为办+ Cz + Z )=0 , 因为所求平面过 z 轴，所以 C= 0,刀= 0 ,把点 (3,1 ,-2) 代入 


方程可得：3^+万=0,令^=1，汐=—3,那么所求平面的普通方程为： I — 3少= 0。 


(4 ) 令 A = (2,0,-D , B = (-1,3,4) ,做向量必= (-3,3,5) ,要平行于少轴，故可取向量 U =(0,1,0) , 


则所求平面的参数方程为： 

x = 2 一 3 A + 0/i 
< ^=0 + 3A + ]i 
z — —l + 5A + 0/i 

普通方程为： 

^*+2 — 3 0 
y-0 3 1=0 

z-1 5 0 

则所求平面的普通方程为 


Ax -\- By -\- Cz -\- D -0 


其中 




0 

o =0 ^= 




0 


=-3 , 


汐= -(-5 x 2 +0 x 0 +-lx (-3)) = 7 
那么所求平面的普通方程为： 一 5尤一 3 z + 7 = 0 

(5) 已知平面3:-2少+5 = 0上有不共线 三点： （1,-1,0),(1,-1，1),(3,7,0),那么所求平面平行于向 
量： f (0,0,1) ? //(2,8,0) ,又所求平面过点(一1，一5,4),那么所求平面的参数方 程为： 
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第二章空间的平面和直线 


x — _ 1 + 2^i 
< 少= -5 + 8 /i 
z = 4 + 1 A 

可设所求平面的普通方程为： 3尤_2少+刀= 0 ,把点(一 1-5,4) 代入可得 :/)=-! ,那么所求平面 
的普通方程为： 3尤一 2少 一 7 = 0 • 


2 . 在给定的仿射坐标系中，画出下列平面。 

( 1 ) 2 尤 +3 少 +z-6 = 0 ; ( 2 ) Ax-\- 3z+ 2 = 0; 


(3) 3x-4z = 0 ; (4) 3 少 +2 = 0. 

解： （1 ) 方程化成截距式： - + - + - = 1 ,那么在坐标系中，此平面的图像过点： 

3 2 6 

(3,0,0), (0,2,0), (0,0,6). 描出三点连接即为此平面的图像. 


(2) 化为截 距式: 



=1,此平面的图像过点: 


4 , 0,0 ,( 0,0 

2 / 


，由7前的系数为零可 


知此平面与少轴平行，则可描出两点，再通过两点画少轴的平行线即为此平面的图像 • 


( 3 ) 由于没有常数项，则此平面过原点，则可画出平面上的两条过原点的直线。因为向量 
~ - 1 ~- 4 

v l (- X 0\ v 2 ( ,0，1)与平面平行，那么原点与这两个向量可画出平面上的两条直线，即为此平面的图 
像. 


2 _ 

( 4 ) 平面方程为：少=——.则平面平行于 尤 平面且过点： 


( 2 ^ 


L 2 J 

[° 5 "3 ?0 ; 

，那么过 

?oJ 




的平行平面即为此平面的图像. 


3. 证明三个定点 ， / = 1 ， 2,3 的平面的方程为 


X 



x 3 


少 


少 2 

少 3 

= 0 



Z 1 


1 

1 

1 

1 



证明： 因为过 Cr ,.， 少， /=1 ， 2,3 三点的平面方 程为： 
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X- 

y-yx 

z- z x 

应用行列式性质可知上式可以写为： 

X- x x 

\ y-yx 

z- z x 

0 

把上式最 后一列 分别加到前三列可以得到: 


x 2 


x 3 

_ X-^ 

少 2 

-yx 

少 3 

-yx 

Z 1 

~ z \ 

A 

~ z \ 

X 2 ~ 

X x 

_ 


少 2 _ 

yx 

少 3 _ 

少 1 

_ 

z x 

Z 3 _ 

4 


0 


0 


0 


A 

少1 

1 


0 


X 



x 3 


少 

^1 

少 2 

少 3 

= 0 

z 


Z 1 


1 

1 

1 

1 



4. 在给定的仿射坐标系中，设平面； r 的方程为： 

x y z . 
a b c 

Hifi abc ^ 0 f ittHS a,b,c 的几何 It 义。 

解：当少 = z = 0 时也就是说平面 7 T 过点(/7,0,0),那么 a 就表示平面在I轴上的截距，同 
理 Ac 分别表示平面在少， Z 轴上的截距。 


5. 坐标满足方程 

By\ Cz + D) 2 - (or+ /?少 + <5) 2 = 0 

的点什幺？ 

解: 由方程可知 

(i^A-\-a)x J r ( 万 + {Cy)z(/?+5 ))((^ -a)x-\- ( 万 -j8 ) 少 + (C- /)z+ (D-d)) = 0 


那么若 (4 y ) 且 (4 W) # -(a , iS ， y) , 则它表示的就是两个平面。 

若 [A 』， C) = (a,P,y) , 它表示 2 2By-\- 2Cz-\- D-\- 8 = 0 
若 (J ， 万， C) = -( a ,/3， Y ), 它表示 2 j;r+ 2By+ 2Cz+ D-8 = 0 

6. 判断下列各对平面的相关位置❶ 
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( 1 ) 2 x -\- jy — 3 z — 1 = 0与 f + Z — f + 2 = 0 

3 6 2 

{2) x — 2 ,jy + z — 2 = 0 与 3尤 + y — — 1 — 0 


( 3 ) 3 x + _ 6 z + 2 = 0与2尤+ 6少 _ Az + 一 = 0 


f 1 1 1 > 

K ： ( 1 ) •••(2,1，-3)与成比例， . •.两个平面平行。 

5 2) 

(2) ...(1,—2,1) 与(3,1，— 2) 不成比例， ••• 两个平面相交。 

(3) ...(3,9,-6,2)与[2,6,-4,£|成比例， ... 两个平面 重合。 


7. ffi * &定的仿射坐标系中，证明： iia 点“，少 0， A ) 并且与平面 Ax + By + Cz + D =0 的平 

面方勸： 

a [ x - ^*0) + _ 少 。 ) + _ z o) =0 

证明： 因为所求平面与已知平面平行，故所求平面可以设为： 

Ax -\- By -\- Cz -\- D x = 0 

又因为该平面过点 (^*0 ，少 ， 代入上式可得： 

+ + Cz ^ + — 0 

所以刀 〖 = -( Jx 0 + By , + 6 z 0 ) , 代入所设平面方程化简 可得： 

a{x - ) + ~^ o ) + c ( z - z 0 )= o 0 

8. 下述三个平面是否交于一点？ 

2 i + 3少 一 z + 1 = 0,尤一 2少 + 5 z - 3 = 0,2^*+^ + z + 5 = 0 

2 3-1 

解: 计算行列式：1 — 2 5=8,所以这三个平面是交于 一点。 

2 1 1 

9. 证明：分別由方程 

ax -\- by + cz -\- d =0 
ax -\- fiy ^- yz ^-8 = 0 
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X{ax-\- by 七 cz)-\- /u(ax+ /? 少 + yz)-\- 

给出的三个平面，当 々关 AJ+ "(5 时，没有公 共点。 

证明： 用反 证法。 假设々关 AJ+ "(5 时，有公共点，那么可设其公共点为：(戋,少 0 ,z 0 ) , 

代入三个方程可得： ax 0 +/^ y 0 +^/=0 , ax 0 + f 5 y 0 + + <5 = 0 , 

X(ax 0 + by 。+ ) + /^{ax 0 + /3 少 0 + /z 0 )+^=0 , 

则 J=-(^r 0 +/? y 0 + cz 0 ) t S =-( ax 0 + j 3 ^ 0 + rz 0 ), 

那么又(一0+芦(_(5)+々=0 ,g 卩々=又^/+芦 5 ，与题设矛盾，所以假设不成立。那么当 
々关 AV+ 芦5时，没有公共点。 

lo . 证明：任何 一> hsaffl 交两平面;^ 和兀 2 : 

A x x-\- B x y-\- C x z-\-D x = 0 和為尤 + 万 2 少 + (7 2 z+ Z> 2 = 0 

的交线的平面方程能写成： 

A x + y + C^z ) + "(^2 尤 + B'y - C^ ^2 ) = 0 

真中•又和 V 的不全为零的实败。 （ 我们把经过 一条廬 线的所有平面称为平面束，本匾说明：平面東的方 
種形如以上式子•莫中 又和" 取遴不全为零的实败 ） 

证明： 设点 J/ Q =(戋是平面 TTi 和 7T 2 的交线 / 上的任意一点。 

因为 J/o 在7^和 7T 2 的交线上，所以它满足％和 7T 2 的方程。即： 

A x o + + ^1 Z 0 + = 0和4尤 0 + 万 2 少 0 + C 2 z 0 -\- D 2 =0 

将 J/ Q = k ? ^ 0 ,z 0 ) 代入平面束方程中可得： 

^{A x o + + C { z 0 + B x )+ J 2 x 0 + B 2 y^ + + Z> 2 ) = 0 

••• J/ Q = (^*0, 少 Q ，z Q ) 也在平面束的任意 一个平 面上，那么由 J/ Q = (^。，，。，々^的任意性/可知平面；^ 

和丌 2 的交线/也在平面束的任意_个平 面上。 

下证任意 一个过 /的平面都可以写成平面束方程的 形式。 

设 J/i /外任意 一点。 过=匕，少 i 4 ) 和/可以决 定一个 平面，我们现证该平面可 
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以写为平面束中的方程的形式。 

可以取 A 2 x x + B 2 y x + C 2 z x + , A x x x + B x y x + C x z x + D x = f^ x , 那么点 ^ 满足平面方 

程： 

又 1 (4 尤 0 + 万 1 少 o + + A) + M i y A 2 x {) + + C 2 z^ + D 2 ) = 0 

也就是说过点 J /!= (七，少 〗， 4 ) 和/的平面可以写为以上形式。那么由,^ 19 ^)的任意性，可 

得任意过/的平面都可以写成平面束的方程的形式。 

证毕。 

11. 求经过点 J /。 (1-2,0) f 并且经过两平面 2尤-少 + z - 3 = 0 与 尤+2少 - z + l = 0 的交线的平 

面方程 • 

解： •• •所有过平面2尤一少 + z - 3 = 0 与尤+2少 一 z+l = 0 的交线的平面方程可以写成平面束： 

又 (2i — y z — 3) + /u(^x + 2 少 _ z +1) = 0 

其中又 ，芦 是不全为零的实数。 

•. •所求平面过点 J / oO ■，— 2,0) ,代入上式 可得： 

又 (2-(-2)+0-3)+"(1 + 2(-2)-0+ 1) = 0 

解得： 又一2^ = 0。 ... 可取 A = 2 , 芦=1。那么所求平面方 程为： 

5 x -\- z -5 = 0 


12. 设平面 n \ Ax ^ By ^ Cz ^ D =0 与连接两点(七 , y x , z x \ M 2 { x 2 ，少 2 , z 2 ) 的郷相交于 

韻.色 M ' M 二 kMM 、 ，证明 

k Ax x + By x + Cz x + D 

— Czi — D 

证明：设 J / 的坐标为 k 少， 4 , 由^得: 

尤 - A =^(^ 2 - 尤 ) ，少 - 乃 ( 少 2 -y\ Z -Z x = /c{z 2 - z\ 


解得产 空 AM 


1 +沁 


1 +々 


1 +々 


因为为平面 7 T 上一点，则 J / 的坐标满足平面 7 T 的方程，将 J / 的坐标代入平面方程得 


29 




第二章空间的平面和直线 


A 


如2+6 . >2+少1 , ^ kz 2 + 


1 +々 


—B 


\ + /c 


+ C - 


\ + /c 


+刀=0 


化简得：々= 


Ax x + By x + Cz x + D 
+ By 2 七 Cz 2 七 ~D 


13. 设有三个蹄平面 

n . : A f x + BC f z + D f = 0, /.= 1,2,3 
-直线/与 TTpTT ”％ 分別交于户, 这々。 求 P 分有向线段元的比值。 

解： 因为为平行平面，那么一次项系数成比例。可设又 = i = S 

- 4 A c x 




B 、 C 3 


o 


览 P , Q , R 的坐标分别为 (A , y x , z x \{ x 2 ，少 2 ， z 2 ),(X3 ，少 3 ， Z 3 ), 且三点共线，那么由 12 题结果 可得: 


PQ 二 kQR ，那么 

k _ ^2尤1 + 方2少 1 +〔2:1+ 刀2 _ A " 為 A + B ^ y x -\- C 2 z x + P 2 
J 2 x 3 + 万 2 少 3 + C 2 z 3 D 2 ]i A A 2 x ^ + B 2 y ^ + C 2 z ^ -\- D 2 

_ A ~^ 1+ I^ 2 _ ^ D x - D 1 

^ - D ^— D 2 - A 七 D i 

4 B x C x 4 B , C 3 


习题 2.2 


1. 在直角坐标系中，求下列平面的 方程。 

( 1 ) 过点/ <- 1，2,0),_^法向*(3，1,-2) 

(2) 过点 (3,-1,4) , J/ 2 (l，0,-3) , 垂直于平面 Zr+5，+z+l = 0. 

解： （ 1 ) •. •在直角坐标系中，已知平面的法向量为 (3,1-2) ,那么平面方程可以 设为： 
3i+ y -2 z + D =0 , 又 •• •平面过点 (一 1,2,0) ,代入所设方程可解得 ：/?=1 ,那么所求方程为： 
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少-少0 


证明：要求平面方程，首先要找两个不共线向量和 一个在 平面上的点。 

由题设条件，所求平面过点(尤 0 ,少 0 ， Z 0 ) ,因为与<1+4少+ C x Z^r D x =0和 

A 1 x ^ B 1 y ^ C 1 z ^ rD 1 =0都垂直，所以所求平面与这两个已知平面的法向量％ ，名， 6； ) 

"2 =(4，式，0平行。所以所求平面方程为 


3 • 在憲角坐标系中，平面 7 T 的方種为: ^ r +^+6 z +^=0 ,眞中所有系败都不为零 0 咖平面与 
三根坐 标和份 期交于 ■求三角形單 M 2 M 3 的面积和四面体 OM x M 2 M , 的体积。 


y - 2 z -\- \ - 0 

( 2 ) 要求平面方程，首先要找两个不共线向量和一个在平面上的点。 M 为平面上一点， 
M x M 2 =( -2, 1,-7) 为平面上一个向量。因为所求平面垂直于平面2尤+5少+分+1 = 0,所以平行于 

2尤+5少+分+1 = 0的法向量"= (2,5,1) ,所以所求平面方程为： 

x = 3 一2 A + 2 ju 
= — l + A + 5 /i 
z — A _ 7 A + JU 

或者 

尤-3 -2 2 

y + 1 1 5=0 

z -4 -7 1 

2. 证明：在直角坐标系中，通过点“，少0, A) ,并且与平面 

A x x -\- B x y ^~ C x z -\- D x = 0和 式少 + C 2 z -\- D 2 = 0 

健直的平面的方勸： 



少-少0 


4 ^ 

^1/?,1 


o 

-- 

4 ^ 

jl^cl 
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解：化 7T 的方程为截距式可得 ：-^ + 二 


D -D 


D 


A 


B 


C 


f 


那么兀与； r ， 少 , z 轴分别交于 J /丨 


D 


\ 


v 


A 


,0,0 


f 


， J / 2 


0,^,0 




v 


B 


r 




0 , 0 , 


D 


v 


C 


, 那么 


硕 2 =( 弓, - 
、二 (― ,0,- 


, 0 ) 


D , 

~C 


am ] m 2 m 2 


2 


M x M 2 xM { M 3 


n 4 n 4 


& 


2\b 2 c 2 a 2 c 2 a 2 b 2 






m x m 2 m,=- 


OM x - OM 2 x OM 3 



D 

3 

6 

ABC 


4. 在直角坐标系中，求点到平面的酿❶ 

(1) 点 (0,2,1) 到平面 2 i -3，+5 z-l = 0 ; 

( 2 ) 点(-1，2,4)到平面 I - 7+1 = 0。 


解： 


( 1 ) 应用公式 : 



Axq + + Cz^ + D 

d J 2 + B 2 + C 2 


-3 x 2+5 xl-l 
a /2 2 +3 2 +5 2 


V 38 


d + -^ _ 1 _ 1 x 2 + 1 

( ) + B 2 + C 2 Vl 2 +l 2 +0 2 




5. 在直角坐标系中，求平面 

与平面 


Ax-\- By-\- Cz-\-D- 0 


Ax-\- By-\- Cz-\- D x = 0 

之间的距离。 

解： 由两平面的方程可知两平面相互平行。设 J/o ， 八， 为 Zr + 万少 + Cz + = 0 上一点，那 
么 Jx 0 + By 0 Cz^^r D x = 0 。两平面之间的距离也就是 ^/ 0 (^，少 () ，2 () )到 


Zr+ 万少 +Cz + 刀 =0 的距离。应用公式 : 
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^ _ JD^ H - D 

4 A 1 + B 2 + C 2 h 2 + B 2 + C 2 . 

6 . 在 廑角坐 标系中，平面 tt 的方程为 Zr + 办+汐=0 •求 z 轴到平面的 距离。 

解：平面方程中， z 前的系数为零，也就是说平面平行于 z 轴。又原点在 z 轴上，那么 z 轴到平面的距 
离也就是原点到平面的距离。所以 

^ Axq + By^ + Cz^ + D D 

4 a 1 七 B 1 七 C 1 4 a 1 + B 1 • 


7 •在直角坐标系中，如果一个平面与三根坐标轴均相交，则三个截距倒数的平方和等于原点到此平面的距 
离的倒数的 平方。 


证明： 设次平面的方程为： Ax^r By + Cz ^ D^O , 化为截距 式为： -^- + ~^- + = 1 M 

— U — U — U 


么原点到此平面的距离为： 


d — 


D 

^ A 1 七 B 1 七 C 1 


那么 


命题得征。 


1 _ A 1 + B 1 + C 1 _ A 1 B 1 C ^_ 


8. 在直角坐标系中 • 求与平面 

Ax -\- By -\- Cz -\- D - 0 

平行且与它距离为 V 的平面的方程。 

解：因为所求平面与已知平面平行，那么可设所求平面为 ： ir + 办+ + 厶= 0 , 

- E+D 

已知两平行平面间的距离为： d =~, , 

心 2 + B 2 + C 2 

所以厶= D ± dj J 1 + B 2 + C 2 

那么所求平面为： Ax + By 七 G + 汐土 c /^ A 2 + B 2 + C 2 =0. 


9. 在直角坐标系中，设 

n x : Ax -\- By -\- Cz + D x = 0 与 7 T 2 : Ax -\- By -\- Cz + D 2 - 0 
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平行，求与 A ，兀 2 等酿的点的轨迹。 

解： 设点 M ( x , 少,为到 ; r i ， ;t 2 等距离的点，那么 M [ x , y , z ) 满足方程： 

^ Ax -\- By -\- Cz -\- D x Ax -\- By -\- Cz -\- D 2 

4 A 2 + B 2 + C 2 」 A 2 + B 2 + C 2 

化简为： Ax -\- By -\- Cz + D x = ±^*+办+ Cz ^ D 2 

上式若取正，那么 D x ^ D 2 , 表示％， ; t 2 为 同一条 直线，不符合题意。 

取负可得 A + By + Cz^r Dx - ^ = 0 ,表示满足题设条件的点的轨迹为平行于/^，/^的平面。 


10. 在窳角坐标系中，求平面 z = ax-\- by+ c 与_平面的夹角。 

解： 已知在直角坐标系中，两平面的夹角为其法向量的夹角 ， z = ax ^ rby ^ c 的法向量为：(^， 6,-1) , 

力9少平面的法向量为： (0,0,1) ,那么 

… n^n -1 

cos <n x ,n> - -= . 

W Va 2 + 々 2 +l 



11. 给趙角坐縣，在平面束 

A x + B'y C^z ) + "(_^ 2 尤 + B 七 C 七 D ) = 0 

中求出与平面 Ax ^ By ^ Cz - rD ^^ 垂窳的平面的方種 • 

解：设; T / : 2 〆 +式少 + = 0 (/ = 1,2) , 71 : Ax + By -\- Cz -\- D =0 

若； T 与 7^ ， 7 T 2 都垂直，则 7 T 与平面束任何平面都垂直。 

若; T 至少与/^或/^中一个不垂直。那么在直角坐标系中，两个平面垂直的充要条件是它们的方向向量内 
积为零。平面束方程的方向向量为： ( A 4 ^ iaA 2 ,? iB x + ! dB 2 ,? iC x + idC 2 ) , 7 T 的方向向量为： 
{ a , b , c ) , 由两个方向向量内积为零可得： 

= 又 (4 B X B+ c x c) + "(4 b 2 b+ c 2 c)=o 


34 




第二章空间的平面和直线 


令又 =+及？ 2 + 弇0 , IU = - {AA X + BB X + CC X ) 代入平面束方程得 

(^AA^ H - BB 2 + CC: )(4-^*+ + z + ) 

- + BB' CC^ )(^2-^*+ 万 2 少 + C D 1 ) = 0 

即为所求平面方程。 


12. 在直角坐标系中，设 7 T , 的方 程为： 

A f x+ B f y+ C j z J rD j = 0 , /= 1,2 

设; ^ ， 丌 2 相交，求 & ， 丌 2 交成的二面角的角平分面的方程。 

解： 设角平分面上的点坐标为 J / p ， 少，,则 J / p， 少，到; T,. 的距离相等，那么 

j4.^x + H - C\ z + j 4,2 x + 万 2 少 + z 

扣 X + cf 扣 2 2 + 厶 2 2 + c 2 2 

去掉绝对值可得： 

x + y + C7^^ + *^ 2 尤 + BC 七 Di 

」 4 2 +A 2 + c\ 2 扣 2 2 + 式 2 + c 2 2 

上式为两个三 元一次 方程，表示到平面 ％， 7T 2 S 巨离相等的两个平面。 


13. 求到两个给定平面的瞄为定比的点的織 

解：不妨设定比为々>0，可取直角坐标系，使得兀 2 的方程为 z =0 , %的方程可 设为： 


Ax + By+ Cz+ D=0 , 设点少，为到 巧 tt 2 的距离的比为々的点，那么它满足： 


Ax-\- By-\- Cz 七 D 


d J 2 + 妒 + C 2 


kz 


化简可得： Ax ^ By ^\ C ± k ^ A 2 ^ B 2 ^ C 1 jz + D =0 ，此为 三元一 次方程，当 7^// tt 2 ，并且 
当々=1时，它表示 为一个 平面，其余情况为两个平面。 


14. 证明：空间中满足条件|▲+万少+。+ q <^/ 2 的点分布在两个平行平面 

yix + Sy + Cz + JD + — 0, Ax + By + Cz + D - — 0 

之间。 

\ m ： 设①，％的方程分别为 
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j4x + By + Cz + D + — 0 , Ax + By + Cz + D - — 0 

在 TT ! 上任取一点 P \ x x , y x , Z ^) ,它满足 


Ax + By + Cz + D + — 0 

从而 

Ax-\-By-\- Cz-^r D-d 1 - -2d 1 < 0 

这表明满足条件 \ Ax^r By + Cz +£\< d 2 的点与&上的点都在平面 tt 2 的同侧，同理可得满足条件 
Ax ^ By + Cz + L \< /的点与兀 2 上的点都在平面7^的同侧，则命题得征。 


15. 证明： 空间中满足条件 爿+ ^ +间<4">0 的点位于中心在原点，顶点在坐标轴上，且顶点与 
中心的拒离为 " 的八面体的内部。 

证明：|^) + |少| + |^|<^7去掉绝对值可得土义土少 ± Z < a ， 它等价于下列不等 式组： 

x -\- y -\- a 
x - y -\- z \ < a 

< 

x + y - z \ < a 
- x -\- y -\- z < a 

考虑第_个不等式|尤+少+ _ < a ,由14题的结果可知满足该不等式的点在平面± Cr + y ^ z )= a 之 
间。 同理可得满足不等式组的点在 

r ± (尤+少 + z )- a 
±^ r —^+ z ) = a 
±(; r +^- z)=a 
±(— i +/+ z )= a 

表示的中心在原点，顶点在坐标轴上，且顶点与中心的距离为 a 八面体之间。 

16 • 在仿射坐标系中，设 J /丨 “，少 〗， a \ M 2 { x 2 , y 2 , z 2 ) 都不在平面 

n : Ax -\- By -\- Cz -\- D - 0 

上，且证明 •• M ” M 2 在平面 7 T 的同侧的充要条件是: 

F x - Ax x + By x + Cz x D , F 2 — Ax 2 + By 2 + Cz 2 + D 

同号 • 

\ m ： m x , m 2 在平面 ； t 的同侧的充要条件是线段 m x m 2 上的点都不在平面 ； r 上，线段 m x m 2 可表 
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示为： 


第二章空间的平面和直线 


;r = (1 - i ) x l + tx 2 

y = {\-t)y x +ty 2 0</<1 

z = { l - t ) z x + tz 2 

用反 证法。 若线段有点 J / oCr 。， 少在平面 7 T 上的充要条件是存在 0 </ Q <1 ，使得 
^*=(1-4)^ +/ 0 ^ 2? ^ = (1-/ 0 )^ 1 + t 0 y 2 , z ={\- t 0 ) z x +/ 0 z 2 

平面方程，即 2((1 _ 4+ 々 A ) + ^((1 _ 4 ) 少 1 + 4少 2 ) + — 4 ) z \ + 4^2) + ^ = ^ 

化简得：(1-/ 0 )/； + / 0 ^ 2 =0 ,因为1-/。和4都大于零，那么/；， A 异号。矛盾。所以 
在平面 7 T 的同侧的充要条件是$同号。 



习题 2.3 

1. 在给定的仿射坐标系中，求下列直线的方程 。 

(1) 过点 (-2,3,5) ，方向擬伪 (-1,3,4) ; 

(2) 过点 (0,3，1) 和 (-1,2,7)。 

x -\- 2 v — 3 z — 5 

解： （ 1 ) 该直线方程可以写为：-= Z — = - o 

-13 4 

(2) 已知所求直线的方向向 量为： (-1-0,2-3,7-1) = (-1-1,6) ,所以该直线方程可以写为： 

x 3 z -\ 

-1 


2. 趙定的直角坐标系中，求1^腦的方程❶ 

(1) 过点 (-1,2,9) ,垂直于平面3尤+2少-:-5 = 0 ; 

(2) 过点 (2,4,-1) ,与三職雜夹角相等❶ 


: ( 1 ) •• •是在直角坐标系中， ••• 直线垂直于平面，则平行于该平面的法向量 (3,2, _1) , . ••所求直线的方 


程可以写为： 


x y _ 2 z _ 9 


( 2 ) 设直线/的单位法向量为 f ，则 p 的坐标为 ( cosa，cos cosy ) ，其中 a ， j 8 ，y 是 p 的方向角。 


与三根坐标轴的夹角相等 ， •• a = (5 = y 或 a = j 8=7 r _ y 或 a =7 r _ j 8= y 或 


a=7z_fi=n: — 丫。 
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v cos 2 a + cos 2 (5 + cos 2 y - \ , ••• 可求得 p 的坐标为： 


r a /3 V3 V3 Wa /3 V3 VP 


f 


v 


V3 V3 V3^ fV3 V3 VP 


j 


v 


j 


. •.所求直线为四条，分别是： 


x — 2 y — 4 z x — 2 y — 4 z 

^ ~ S ~ S ' S ~ S ~ V 3 7 


3 3 3 

x — 2 y — 4 z \ x — 2 y — 4 z \ 


3 


3 


3 


V3 V3 V3 ； V3 V3 V3 


3 


3 


3 


3 


3. 将下列雜的細方程化为織方程 

3 x — ^+2 = 0 
4少 + 3 z + 1 = 0 


( 1 ) 


2 


少 -1 = 0 
2 = 0 


解： （1) 令 z =0 ,解得该直线过点 



、4 4 」 




-1 0 

4 3 


-3 , r=- 


3 0 
0 3 


-9 , Z 


3 -1 
0 4 


12 


尤+— y-h — 

4 4 _ z 


•.该直线的标准方程为：一 

-3 -9 12 

( 也可以令 z = 0 ,和少= 0求出直线上的两点，用两点式也能算出标准方程。） 

(2) 由直线的普通方程可以看出，直线过点(1,1,-2)和(2，1，_2),那么用两点式可以求得标准方程为 

x _ 1 y _ 1 z+2 


0 


0 


• 在给定的廑角坐标系中求下列窳粧哪平面上的投紙 


( 1 ) 


x ~\~\ y _ 2 z _ 


2 


2 x -\- 3^ +1 = 0 
Ax -\- l > y -\- z - \ - 0 


0 -1 2 

:(1)解法_:把标准方程可以写为普通方程： 
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x y ― 2 

< _ o _ = ^T 

少 _2 — z-3 

而上式 第一个 方程表示的就是过该直线且平行于 Z 轴的平面，因此直线在 X6 少平面上的投影就是 

p+l = 0 

| z = 0 

解法二：已知直线过点(- 1,2,3) ,方向向量为 (0-1,2) ,该点在切少平面上的投影为(-1， 2 ,0),方向 

向量的投影为(0,_1,0),那么该直线在切少平面上的投影为 

x -\- 1 少 一2 z 
~~ 0 ~~ -1 —0 

(2) 该直线的普通方程的第 一个方 程即表示过该直线且平行于 z 轴的平面，那么该直线在及少平面上的 
投影马上可得 

[2 x -\- 3少 +1 = 0 
1 z= 0 


5. 判断下列各对直线的位亂 

(1)^ = ^ = ^ 


x y-6 z + 5 
2 


2 I x-\-y-\- z- 0 I x-\- z+1 = 0 

\y+ z-\- \ = 0 l^r+^+l = 0 


解: (1) 第一个直线过点(一 U,2) ,方向向量为(3,3,1),第二个直线过点 (0,6-5) ,方向向量为 


(-1,2,3) ，那么求行列式： 

0 + 1 3 -1 

6-1 3 2 =-106 

-5-2 1 3 

那么这对直线为异面 直线。 

(2 )第_个直线过点0_,— 1,0) ,方向向量为 (4 及, ^=1 j = 0 , j =- i , 

l l 

C 二 =1 , 

0 1 
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第二个直线过点(-1,0,0)，方向向量为 i 


0 1 
1 0 


-1 , r=- 


1 1 
1 o 


Z 二 


0 


那么求行列式： 


那么这对直线为异面直线。 


-1-10-1 
0+1 -1 1 =3 

0 1 1 


6. 求平面的交点。 

X - 1 v + 1 z + 2 - „ 

( 1 ) -=-=- 与 3 义 + 2 r + z = 0 

2 3-1 

[2x+?>y-\- z-\ = 0 

(2) / ^ 。与皿平面 

yx-\-2y-z-\-2 = 0 

解： （1) 求交点，则联立两个方程为： 

x _ 1 y ~\~\ z+2 

— — -1 
3尤+ 2 y -\- 


解得交点坐标为： 


^13 -8 

JT’IT 


- 23 ) 

"TT > 


( 2 ) •/ 平面的方程可以写为少= 0 ,联立方 程为： 


2x-\-?>y-\- z-\ = 0 
< x + ^ y _ z + 2 = 0 
少=0 


解得交点坐标为： 



A x x+ B x y-\- C x z-\- D x =0 

_/^2尤+ 万 2 少 + = 0 


与 z 轴相交的条件 o 


解：求交点，则联立方程。 z 轴的方程为 r ,那么联立得: 

1少= 0 
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解以上方程组，得 Z 




A-^x + B'y C^z 

七 C:z Dj 
^*=0 
少 =0 

/ x — 0 , 少 = 0 0 


0 

0 


那么要使得交点存在，那么 ( c 2 ， q ) 式 (0,0) 和^ ■ = #都要成立。 

^1 c 2 


8. 在仿射坐标系中，求下列平面的方程 • 

(1) 过直线4旦平行于直线/ 2 ，其中< ,/ 2 方程分別是： 

x-l y z x y z -\-\ 

— n 2 

(2) ms&/ l : 

[ 2 x _ y — 2 z+l = 0 
|^* + ^+4 z -2 = 0 

并且在 ytmz 轴上有相同的非零截 £• 

o ) 

n x : 4 x -= 0 和丌 2 : x -\-5 y - z -\-2 = 0 

的雄，并 asa 点 ( u , l )。 

解： （1) 要求平面方程，则找 出一点 和两个不共线向量。 

•• •平面过直线< , . •.平面过点 (1,0,0) ,向量 (2,1,-1) 平行于平面。 

•• •平面平行于直线/ 2 •.平面平行于向量(2，1， 一 2) 。 

二平面方程为： 

x-l 2 2 

少 1 1 =0 

z -1 -2 

... 平面方程为：尤_ 2少 一1 = 0 
(2) •• •过直线<的方程都可以写为： 

_ y _ + 1) + / u(^x y — 2) = 0 
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由在少轴和 Z 轴上有相同的非零截距可得： 

2/u _ A 2 /u _ A 
/ u _A 4/ u _2 A 

••• A = 3 芦，取又二 3 , 芦 =1 , 可得平面方程为： 

lx _ — 2z +1 = 0 

(3) •• •过直 线< 的方程都可以写为： 

A,(4x — y + l^z — 1) + + 5 少 — z + 2) = 0 

•• •平面过点 (1,1,1), 代入上式可得: 5又+ 7" = 0,取又= 7,芦=_5,那么平面方程为： 

23^* - 32少 + 26z -17 = 0. 

9. 趙定的直角坐标系中，求挪平面方程 

( 1 ) 与平面 A : 6尤一 2少+ 3z+ 15 = 0 SR5 , 且这两个平面与点 (0,-2，一 1) 等距。 

( 2 ) SHz 轴，且与平面 Zr + 少 -V ^-7 = 0 交成 60 ° 角。 

(3) sa 点 (2,o ,-3) , 且垂直于两平 an 

n x : 2少 + 4 z - 7 = 0 和 7 t 2 : 3 x + 5 j ^- 2 z+l = 0. 

解： （1) v 所求平面与;^平行，.•.可以 设为： 6尤-2少 +3 z + A=0 ，两个平面与点(0,_2,-1)等 
距，所以： 

-2( - 2) + 3(- 1)+15|」- 2( - 2) + 3 (-\) + D 
76 2 +(-2) 2 +3 2 」6 2 +( - 2) 2 +3 2 

. •.汐 = -17 , ... 平面方 程为： 

6尤 - 2少 + - 17 = 0 

(2) 经过 z 轴，.•.平面方程可 设为： 

Jx+^y = 0 

它与 Zr + 少 - a /^-7 = 0 成60°角， .•他 们的法向量 (2, 1，-士)和戎 0) 成120°角或60°角， 

... (2 ， 1,-V^). (4 方 ,0) = . 1(4 万 ,0)1 cos 120 。 或 
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( 2 ， 1 ,- V ^. (4 及 0 ) = |( 2 ， l ，- V^j • 1(4 及 0)1 cos 60° 

解得 j =-3 , B =\ ，或者丄， B =\ ,... 平面方 程为： 

3 

x -\-3 y = 0 或者 3尤一少= 0 

(3) 垂直于平面，则平行于平面的法向量 (1, 一 2, 4) 和 (3,5 ，— 2) ,那么平面方 程为： 

尤-2 1 3 

少 -2 5 =0 

z +3 4 -2 

化简得： _ 1 6 t + 14少 +1 lz + 65 = 0 

10 . 在给定的仿射坐标系中，求下列直线的方程。 

(1) 过点(1,0,-1),雜于戲|/ 1 : 

[x^-y-^z- 0 
1 x - y ^0 

( 2 ) 过点 (11,9,0) f 与直线 < 和/ 2 均相交，其中 < 和/ 2 的方程分別是： 

x-l ^ + 3 z -5 x y -2 z + 1 

~ T " _ 4-3 • 5~ -1 

(3) ¥15?向量 (8,7,1). 且与<和/ 2 均相交，其中<和/ 2 的方別是： 

^*+13 _ y -5 _ z ^*-10 _ y + ^ _ z 
2 一 3 一了 # 5 一 4 一了 

解： （ 1 ) 直线 <的方向向量为： 

11 11 11 

X — = 1 , Y — — —\, Z — — —2 

-10 10 1-1 

所求直线平行于 4 ,那么两条直线的方向向量 相同。 那么所求直线方程为： 

x-l _ y _ z+ 1 

(2)直线/过点^/(11,9,0)，和<相交，那么/在 J /和 <确定的平面〜上，同理/也在必和/ 2 确定 
的平面 7 T 2 上，那么/为平面:^和:^就交线。 
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x -\\ 

〜方程可求得： y -9 


Z 


1-112 

-3-9 4=0,化简为： 7义一5少 +2 z -32 = 0 


x-ll -11 
2 方程可求得：少 — 9 2 — 9 

z -1 


5 

-1=0, 化简为：15尤一17少 一46 z -12 = 0 

2 


. •.直线/的方程为 


7^*-5^+ 2 z -32 = 0 
15^*-17^-46^-12 = 0 


㈠ 广向量私了^和/^ / 2 的方向向量都不共线，. •./ 在(8,7，1)和4 , / 2 确定的平面 TTi ,兀 2 上，那 


么/为平面7^和 7 T 2 就交线。 


^*+13 8 

〜方程可求得：少 -5 7 

z 1 


2 

3=0,化简为： 2尤一3少 +5 z +41 = 0 


; r -10 8 

丌 2 方程可求得：少+7 7 

z 1 


5 

4=0,化简为： X - y - z-\l = 0 


. •.直线/的方程为 


2 x - l > y -\- 5 z -\- A \ = 0 
x - y - z-\l - 0 


11. 磁定的直角坐标系中，求下列韻的方程 。 
⑴过点江-冰与雖/丨 

x-l y z—2 

: T— 万 ― 2 

相交且垂直（政 X 

(2) 过点 (4,2 —3) ,平平面尤+少 + z -10 = 0 ，且与: 

f ^ r + 2少 — z — 5 = 0 
[z-10 = 0 

垂直。 

(3) M / S (2，-3，- l ) 引 向餓： 

x-\ y-\-\ z 


觸线 
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(4) 经过点 J / Q ，且与直线尸 =/j +汴正交。 

解： （ 1 ) 设直线的方向向量为： [ XJ . Z ) , 那么由和已知直线相交的条件 可得： 

2- 1 -IX 

-1 0 r =0 

3- 2 2 Z 

解得： - 2 ^- 3 F - Z =0 , 

由和已知直线垂直的条件可得： 1,0,2) =0 
解得： - /+ 2 Z = 0 , 

那么可取 ：^=2 , z=i , r =-~ , 则所求直线方程为： 

3 

x _ 2 ~h I z _ 3 

(2) 设所求直线的方向向 量为： [ X , Y , Z ) , 因为所求直线平行于已知平面，所以有： 

jr + r + z=o 

又因为已知直线的方向向量 (4 万, C ) 可以求得 」= 2 0 —J = 2 ,万 = -A — J = -1 , 
1 2 

c = o 0 = 0 ,由两个直线垂直 可得： （/， r , z ).( 2 ,- i , o ) = 2 /- r = 0 , 

则可令 i=i , r=2 , z =-3 , 那么直线方程为： 

x _ 4 y —2 z + 3 

1 _ 2 

( 3 ) 和 （ 1 ) 的方法相同。所求直线方程为 ： ^zl = Z ±1 = 

4 -13 -5 

(4) 设所求直线/与已知直线 < 的交点为 J / 2 ，设尸 2 = OM 2 , r x = ~ OM x , ^ = OM 0 , 
••• J / 0 J / 2 丄 f , /. ( r 2 - r 0 )- 0。 



45 




第二章空间的平面和直线 


那么/的方程为：广=尸0 + 



广 0 + 



,其中参数//可取任意实数。 


12. 在中，设户 ，这义 分別是上的点，并且 

~ AP = IPB ,~ BQ = ^ lQC ^ CR ^ vRA 
证明 AQ ， BR , 共点的充要 条件遷 A ^= l 0 

证明：在中，取^为原点，3为; r 轴， 1为 少轴，建立仿射坐标系，那么^点坐标为(0,0), 
设及 C 点坐标为： ( ao ),( o ,^) ,那么由户 ，这义 点分三角形三边的比例关系可知它们的坐标分别为： 

( 7 ^ f 1 \ / \ 

-~~7,0，-——，^ - , 0,-^ ，那么直线6^,及？的方程为： 

、1 +又 y 1 + 1 /U J \ 1 + F y 

4 1 + 又 ） I Z = i , ^ | M 1 +^)_ 1 
IA c be 

那么由直线 67^,1 的方程可得/ =-4~ , 若要使直线的交点和两点共线，则只需 

X OAV 

Z = | = 化 简得 ： X 

X OAV x Q 1 + ^ b 

由于以上证明都是可逆的，那么命题 得征. 


13. 用坐标法证明契维 定理： 若三角形的三边依次被分«成： 

?l : ju,v: : v 

莫中又 ，仏 p 均为正 实数， 则次三角形的顶点与对边分点的连线交于一点。 

证明： 在中，取 ^ 为原点， 3 为又轴， 1为 少轴 ，建立仿射坐标系，那么 ^ 点坐标为 (0,0), 
设戎 C 点坐标为：(么0)，(0,0 ,设户，这 々分 别是 A ?, BC ， CA 上的点，那么由户，这 义点分 三角形 

三边的比例关系可知它们的坐标分别为：—— -,o , - ——，-^ , 0,— ^— ，那么直线 

I ^ + A M A + f A + r M f i 


6^, M 的方程为： 


芦 + 又) 丨少二 i 尤丨 少 (芦 + ^ 
bX c b cv 


那么由直线 CP.BR 的方程可得-=-^，因为^ ^ l ±Ji = J ^ ，那么直线 CP，Bim 

X DA X DA I + /LI /? A Xq 
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15. 证明：如果直线 


与雜 


相交，那幺 


A x x ^~ B x y ^~ C x z -\- D x =0 

尤 + 万 2 少 + Z = 0 


+ 万 3 少 + Z = 0 
+ S^y + C ^ z + JD ^ — 0 


0 


证明： 已知两个直线相交，设交点为： M 0 ( x 0 ^ 0 , z 0 ) , 那么 J / 0 Cr 0 , 少 0 ， z 0 ) 满足两个直线方程，那 


么四元齐次方程组 


B f y ^~ C { . z -\- D f w - 0,/= 1,2,3,4 


, 从而系数行列式等于零.即 


也就是： 


0 


交点和 P 两点共线，命题得征. 


14. 求出直线 


和平面丌 


平行或/在 7 T 上的条件, 


A x x -\- B x y -\- C x z -\- D x =0 

y^2 尤 + 万 2 少 + = 0 


Ax + By -\- Cz -\- D - 0 


R ： •.直 线的方向向量可以求 得：/ 


B \ C x 

b 2 c 2 


, Y 


4 q 
4 c 2 


z 


A B x 
A ^2 


那么直线在平面上或两者平面的条件为： AX^r BY ^ CZ =0 


M A A A 

^ 1 ^ 2^3 a 

4 4 4 ^4 


4 ^ C2 
4Acl 
^ ^ c 
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16. 证明： 刪与餓/! 

[ A .^ x -\- B'y C^z -\- — 0 

+ 万 2 少 + = 0 

和雖 / 2 

f + 万 3 少 + = 0 

yA ^ x -\- B A y + C A z -\- D a =0 

都相交的直线 / 的方勸： 

[Ai^^4\x + B'y -\- C^z-\- JD ^) + "( ^^尤 + 七（^-^七 )=0 

+ JS 、 yC^z + ) + j ^ i ' i ^ A^x + S^y + C^z + )=0 

证明： •. •所求直线/和 < 相交，那么它定在过 < 的某个平面上，也就是说它在平面束 

A x + B'y -\- C^z-\- ) + " (_/^尤 + B 七 C 七 D ^ )=0 

上。同理 / 也在又'(4:+ 式少 + C 3 z +/? 3 )+ ju f ( J 4 J ：+ j 9 4 ^+ C 4 z + /? 4 ) = 0± , 那么它就在两 
个平面束的交线 

[Ax + B'y - \- C^z-\- JD ^) + "( ^^尤 + 七 )=0 

1又'( ^ 3 ^ r + B^y + z + ) + + B^y + C^z + )=0 

上。 

17. 证明： 到三角形的三个顶点等距离的点的动迹 是一条 直线。 

证明：设 A [ x x , y x , z x \ b { x 2 , y 2 , z 2 \ C { x 3 9 ^ 39 z 3 ) 为三角形的三个顶点，那么到汐距离相等的点 
的轨迹可求得：^(^*— ^ ) + (^ — ^ ) + (^ — Zj ) = -尤 2 ) + ( 少-少 2 ) + ( Z _ Z 2 ), 化简得： 

2(^*2 - V + 2(^ 2 - y x ) y +2{ z 2 - z x ) z ^- [ x ^ +^ 2 )-(^ ^ y \ + z 》)= 0。 

上式为三元一次方程，所以到4万距离相等的点的轨迹是一个平面。 

同理到戎 C 距离相等的点的轨迹为 平面： 

2(^*3 _ 尤 2 V + 2 ( 少 3 _ 少 2 ) 少 + 2 ( Z 3 - Z 2 )z-\- [xl -\- yl + ^2 ) _ i X 3 y \ +^ 3)=0 


AAAA 

cl C 2 C 3 C 4 
a^2^3^4 

4 4 4 ^4 
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那么到 A ， B ， CS 巨离相等的点的轨迹为两个平面的交线: 



- x x ) x +2( y 2 - y x ) y + l { z 2 
-x 2 )x+2{y, - 少 2 ) 少 +2(z 3 


_ Zy 


_ Zr, ]Z + 


'^+ U 2 + 少 1 2 + ^i 2 )- (x\ +yl +z 2 2 )=0 

U 2 + ， 2 2 + z 2 2 )_ U 2 +， 3 2 + 4)=0 


所以到 4 及 CS 巨离相等的点的轨迹 是一条 直线。 


18. 在直角坐标系中，给定点 j ( l ，0,3), 万(0,2,5),直线/ 

x-l y -\-\ z 

设乂及各为4 B 在 /上的垂直 ，求 ， A ’， B 的坐标。 


解：作平面 ％ 与/垂直且过^点，因为在直角坐标系中， R 和/垂直，那么7^的法向量为/的方向向 
量 (2,1,3) ，那么可设 巧的 方程为 Zr + 少 +3 z + 汐=0，又 巧过 ^点，那么刀=-11，所以 巧的 
方程为 2 x + 少 + 3 z-ll = 0 ,同理作平面 tt 2 与/垂直且过汐点，那么 tt 2 的方程为 
2尤+少 + 3 z -17 = 0。 贝 y A ’ B ’ 等于 巧，:^ 之间的距离；/为 巧与/ 的交点；及为 兀 2 与/ 的交 



所以 A ， B ， 


- ll -(-17)| _ 6 
a /2 2 + 1 2 + 3 2 Vl 4 



x -\ y -\-1 z 

3 


2 x -\- y -\-?> z -\ \ = 0 


，解得/的坐标为 



-2_ 15^ 

可’飞] 



x -\ y -\- 1 z 


2 x y l>z _ 17 = 0 


(23 1 24、 
，解得及的坐标为 [ T ， 7 ， T J 


19. 在仿射坐标系中，求出过点 ( x 0 ，少 0 , z 0 ) t 并且与平面 

7r / : A f x^- B = 0 ,/= 1,2 

amj 的趙的方程 。 

解： 求过已知一点的直线方程，只要求出直线的方向向量(尤尺那么直线的方 程为： 

_ 少_少 0 _ 

i — Y ~ Z ' 
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情形一.若〜"〜或〜，;^重合，那么所求直线不唯_ ,只要过 J / oCr Q ， 少 Q ， z Q ；) 且方向向量平行于两 
个平面的直线都是所求直线。即直线的方向向量 (/, 叉 Z ) 满足条件: A x X -^ B x Y ^ C x Z =0. 

情形二.若相交，那么所求直线平行于两个平面的交线： 

[A.^x-\- B'y C^z — 0 

^ D 

所以所求直线的方向向量为： 1 1 

1^2 ^2 

习題 2.4 


4 q 
4 q 


4 A 

A b 2 


. 灯列点到餓的酿 


( 1 ) 点 (- 1,—3,5) , 

( 2 ) 点 (1 ， 0,2),» 


x _ 1 y _ 1 z ~\~\ 


2 3 - 

2x _ y _ +1 = 0 

x-\- y+Az-2 = 0 


3 


: ( 1 ) ..直 线过点 (1，1，-1) ,方向向量为 (2,3-3) 


应用公式 ：V 


M 0 Mx v 


v 


38 

VII 


(2) 令 z =0 可求得直线 过点： 


^ 5 
3 ? 3 




,0 ,另可求得直线的方向向量为：(尤尺0 ,其中 




-1 -2 

1 4 


-2 , r =- 


2 -2 
1 4 


-10 , Z 


2 -1 

1 1 


: .d 


M 0 Mx v 


361 


v 


113 


2 . 求下列各对直线之间的炬离。 


(1) 

x -\- 1 y -\ 

z + 5 x 

y -6 

-1 ~ 3 

— 2 与 3 — 

-9 

(2) 

x y ^- 2 

z — 1 x _ 1 

与 

少 -3 


2 一 -2 一 

-1 4 

2 


z+5 

- 6 
z+ 1 

^T 


ix+y-z-\- \ = 0 [x- 2y-\-?)Z- 6 = 0 

()"[ x^-y- 0 \lx- y-\-?)Z-6 = 0 
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解： （ 1 ) 两条直线的方向向量成比例，所以平行，即求点(一 1,1，一5)到三= = 的 距离。 

3 -9 - 6 

M 0 Mx v 

应用公式 ： J =-= 2 V 3 

v 


0-1 

(2) 判断两条直线的位置关系，计算行列式: -2-3 

1 + 1 


2 4 

-2 2 = 30 ,所以两条直线异面。那么应用 

-1 -1 


公式 ： y = 


M x M 2 - v x 

x v 2 

15 


v x x v 2 

V 41 


(3) 分别令尤= 0和尤=1 ,可求得直线 少 - z+1 — 0 过点(0,0，1)和 (1,-1,1) ,那么该直线的方 

[ 尤+少=0 


/ \ x _ 2 f — 6 = 0 / \ 

向向量为： (1-1,0) ,同样可求得直线， ^ ^过点：( 0 , 0 , 2 )，方向向量为: 

\2x-y-\- 3z- 6 = 0 


(-3,3,3) 


0-0 1 -3 

那么判断两条直线的位置关系，计算行列式: 0-0 -1 3 = 0 ,那么两条直线相交，则两条直线的 

2-1 0 3 


距离为零。 


3. 抑列各;99^的公垂线的方程❶ 


(1) 尤 一1 


Z_ 

-3 


f 与吾 


y 

1 


z 


2 


2 


x + y -\ 


z 



解 ：（1) 直线 / p / 2 的方向向量分别为： (1-3,3) , (2,1-2) 

所以它们的公垂线的方向向量为： (1,-3,3) x (2,1,-2) =(3,8,7) ,那么所求公垂线就是向量(3,8, 7) 和 


/ 1? / 2 决定的两个平面的交线。 


向量决定平面可以 求得： 


x -\ 

y 


3 




8=0, 化简为： A 5 x - 2 y -\ lz - A 5 = 0 
7 


x 

向量(3,8,7)和/ 2 决定平面可以求得：少 


z 


2 

1 

-2 


8=0,化简为： 23; r -20 少 +13 z = 0 
7 
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45^-- 2 V-17^-45 = 0 

那么公垂线方程可表示为：] 

[ 23 尤 -20 少 +13z = 0 

x — 1 y z x — 1 y z —2 

(2) 两个直线化为标准式为：——=—与—— =— =——，那么它们的公垂线的方向向 

1-10 2-12 

量为： (1-1,0) x (2-1,2) = (-2-2,1) ,那么公垂线就是向量 (一 2,-二力和/^乙决定的两个平面的 
交线。 

x-l 1 -2 

向量(一2,2，1)和 /j 决定平面可以求得 ： y —1 —2=0 ，化简为： x-\-y + Az — 1 = 0. 

z 0 1 

x-l 2 -2 

向量(一2,2,1)和/ 2 决定平面可以求得： y —1 —2=0 ，化简为 ： x — 2 jy — 2z +1 = 0. 

z -2 2 1 

f x -\- y -\- Az -\ = 0 
那么公垂线方程可表示为：]^ ^ 1 ^ 

I x — 2少 — 2 z + 1 = 0 


. 求下列各对直线的夹角, 


( 1 ) 


W = d = M 与 M 


z -\ 


[ x -\- y -\- z -\ - 0 J 3 jr + j^-h 1 = 0 

^ 1^*+^ + 2 z -\-1 = 0 |^+ 3 z + 2 = 0 

E ： (1) 两个直线的夹角就是其方向向量的夹角，这两个直线的方向向量为： ( 一 U ? 2) ? (- 2,4-3) 


那么他们的夹角的余弦可求得 ： cos < n x , n 2 > 


• n i — (-1，1，2). (- 2,4，-3) 
"2 ( _ 1，1，2) ( - 2,4，-3) 


那么 < >= arccos 0 = —. 

(2) 第一条直线 过点： (0,3-2) , (3,0-2) ,那么其方向向 量为： (3, - 3,0) 


第二条直线过点： 


, f -1,2-^1 ,那么其方向向量为 ： 〔一|，2，一| 


那么他们的夹角的余弦可求得 ： cos < n x , n 2 > 


n x - n 2 
% " 2 


-2a/22 


那么 <¥ 2 >= a 腦或者 <¥ 2 >=,- arccos ^2 

11 11 
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5. 軒列9^平面的夹角 。 

少 少 Z +1 


( 1 ) 


2 


2 1 -1 
x — y — 2" + 2 = 0 


,平面尤_2 少 +4 z_l = 0 


, 平面 2i-z+l = 0 


2^*-3^ + 3 = 0 

: (1) 平面的法向量为： (1-2,4) ,直线方向向 量为： (2,1-1) , SP 么应用公式 

2 Vl 4 


cos < v ， n > 二- 

V ' 

n 

- 2 VA 4 ，那么 sm 0 = 

cos < v ， n > 


v . 

n 

21 



21 

那么直线和平面的夹角为： arcsin -^^ . 

21 

( 2 ) 平面的法向量为：(2,0,_1)，因为直线 过点： (_ 3，一 1,0)， (0,1,1) ，那么直线的方向向量为： (3,2,1) 
那么应用公式： 

V 70 


v，n t k 

cos < v , n >- r - n-r = — ; 那么 sm 6 


v 


n \ 


14 


cos < v ， n > 


14 


那么直线和平面的夹角为： arcsin ^^- 

14 


e • 求平面 By — Cz — D 二 0 与坐标轴的夹角 • 在®样的条件不，此平面与三根坐标轴成等角 • 

解： •• •平面办+6>+刀=0的法向 量为： (4 B , C ) ，那么：轴与 (4 W ) 的夹角的余弦值 


为 ： cos a 


A 


角的余弦值分别为 ： cos jS 


|(1，0,0).(4及1 __ 

id 


,同样可以计算 (4 与 y 轴和 z 轴的夹 


h 2 + B 2 + C 2 


, cos 7 


C 


V^ 2 + 汐 2 + c 2 


, 所以要此平面和三根 


坐标轴成等角，只要 


A 


B =\ C \. 


7. 设异面直线/ 17 / 2 的方程分別为： 

= 少_ 少1 = = 少_ 少2 = Z _ Z 2 


求与 4 ， 4 等酿的平面的 方程。 
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解： ••• 所求平面 7 T 平行于/ 19 / 2 , WA 7 Z 平行于两个直线的方向向量：(不，4 ， A ，4 ) ,又 


f x + ^ r ? y x + y 1 z , + | 

平耐点 Y ， 那么平面方程可写为: 


X + ^2 T, T, 

x — —-- h + uJC^ 

y =-^^ + tr x + ur 2 

z - - x 2 - + tZ x + uZ 2 




4 ， / 2 , 证明：连接 4 上任 一点和 / 2 上任 一点的 线段的中点的动迹的公垂线段的垂 


直平分亂 


解：取轴，〈乂的公垂线为义轴 ， x 轴的正半轴与/ 2 相交于户(^/，0,0).公垂线段 (9 户的垂直平 


分面经过点 -,0,0 ,且与公垂线垂直，因此 0, o , o ) 为其法向量.所以公垂线段的垂直平分面方程为 

、2 ) 


尤 -| = 0. 


设/ 2 的方向向 量〜为 ,它满足 l * i +0* r +0^=0 ,即 i =0. 那么/ 2 的方程为 


X-d 


-=— ，于是/ 2 上任意一点的坐标为 ( J ,/!；/ Z ). 4上任意一点％的坐标为 (0,0, Z ) 


因此的中点的坐标为由于 /， z 均可取任意实数，所以中点轨迹方程为 

1 2 2 2 ； 


9 • 在憲角坐标系中，点户不在坐标平面上，从户到 xOz , 刀9少平面分別作垂线 • 垂足为 J /, # •设廑 
钱#与平面的夹角分別为0，《，/3，]/,则 

1 1 1 o 

esc 6 = esc a + esc j 8 + esc y 

证明：设户点的坐标为： [ x , y , z ) , 由 已知， xyz^O . 那么的坐标分 别为： 
(^,0, z \ ( x , 少 ,0) •平面 ONM 的法向量为： OM x ON = {- yz , xz , xy ) ,于是 

sin 0 = cos < OP , OM x ON > = . 

/ 2 , 2 , 2 / 22 , 22 , 22 
■ylx y +z z x z x y 
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代入 CSC 2 0 


sin a = cos < OP ， e z > 


z 

」 x 2 +少 2 + z 2 


sin P = cos < OP , e x > 


x 




+ 少 +z 


smy 


cos < OP , e 2 > 


少 




+ 少 +z 


esc 2 a + csc 2 p + esc 2 y 中可知该式成立，证毕. 


2 


2 
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第三章常见曲面 


习题 3.1 

1. * T 列球面的中心和半径 。 

( 1 ) + + — \ 2x + _ 6z = 0 . 

( 2 ) + _ 2x + 4jy _ 6z _ 22 = 0 . 

解： ( 1 ) x 2 y 1 + z 2 Ay-6z = (x-6) 2 +(^+2) 2 +( z -3) 2 -49 = 0. 

所以此球 面的中 心为： (6-2,3) ,半径为： 7 . 

( 2 ) 尤 2 + 少 2 + z 2 - 2x-\- Ay-6z- 22 = {x-\) 2 +( 少 +2) 2 +( z -3) 2 -36 = 0. 
所以此球 面的中 心为： (1-2,3) ,半径为： 6 . 


2 . 列球面的方程❶ 

(1) 以点41, 0,3) ,次2，- 1,4) 的连线为 直径。 

( 2 ) 过点 (1,-1,1),(1, 2, -1),(2,3,0) 和坐臟点❶ 

(3) 过点 (1,2,5) ,与三个坐标平面棚。 

(4) 过点 (2,-4,3) ，且包含圆： 

=5 

1 ；=0 - 

解： （ 1 ) 所求球面的 直径 ： = V (2_ l ) 2 +(-1_0) 2 +(4_3) 2 = V 3 . 

中心<9(/7,汐，4为线段的中点 ： a = ^^- = -,/? = - ~~ - = — = ，所以中心坐 

2 2 2 2 2 2 

广3 17、 广 3、2广 1、2广 

标为一，—，一，那么所求球面方程为： x — +少 + — + Z — =—. 

U 2 2 ) I 2 J ^ 2 J { 2 J 4 


( 2 ) 设所求球面方程为 ( x-af + [ y-Sf + { z-cf = r 2 , 把球面上的四点代入方程可得: 

(1 - a ) 2 + (- 1 - Sf + (l - cf = r 2 
(l - af + (2 - b ) 2 + (-1 - ^) 2 = r 1 
(2 - af + (3 - Sf + (O - cf = r 1 
(O - af + (O - Sf + (O - cf = r 2 


解得 a = 


7 

4 




V 74 

r — - . 

4 
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(3) 因为所求球面和三个坐标平面相切，那么可设所求球面方程为 

{ x - r ) 2 + { y-rf + [ z - rf - r 1 . 

又知球面过点 (1,2,5) ,代入方程可得 ： (1 _ 广) 2 + (2 - rf + (5 -厂 )2 = 〆 ，解得 ： r = 3, r =5 , 
那么所求球面方程为： 

( x -3) 2 +(^-3) 2 +( z -3) 2 =9或(尤-5) 2 + { y -5) 2 +( z _5) 2 = 25. 

{ 22 

X +少—在球面上， 
z =0 

所以该圆方程满足球面方程，立即得 ： a = 0,6 = 0， 〆 = 5 ,又知球面过点 (2, - 4,3) ,代入球面方程 
解得 （二 4 ,那么所求球面方程为 x 2 + / +( z -4) 2 =21. 

3 • 过球面上一点与此点所作半径相垂直的平面叫酬面，给定球面 

+ + + 2 x _ 4少 + — 20 = 0 

求过球面 上一点 (2,4,2) _ 航程。 

解：由球面方程可得球面的中心为(一 1,2-2) , 那么过点 (2,4,2) 的半径的方向向量为 (3,2,4) , 因为所 
求平面与此半径垂直，那么可设所求平面为 3 t +2^+4 z + V =0, 又知该平面过点 (2,4,2) ,代入平 
面方程解得 d 二 -11 t 那么所求平面为 3尤+2少+4:-22 = 0. 

4 • 平面 A +办+ G + A = 0, ( ^ > 0;及6；力 < 0) 与三雜标平面组成一个四面体，求内切于这 

个四面体的球面方程 。 

解：因为已知平面 7 T 与 Z 轴的交点为0,0,一一 ，且平面丌的_个法向量为,由法向量的 

V C) 

方向可知所求球面的球心必在第八卦限，又因为球面与三个坐标平面相切，于是可设球心坐标为 
( r - r - r ) ，其中尸为球的半径。那么由球心到平面的距离等于半径可得： 

Ar _ Br - Cr -\- D 

— I —— = 尸 ， (1) 

以 + B 2 + C 2 

因为球心和原点在平面的同侧，那么由》< 0可知 （ 1 ) 式绝对值中的式子应和 A 同号，那么可以解得 


7 

3 


8 


3 4 


Z 


/r 


^/ 

- 

+ 

、 y 

7 14 


LTV 


勸 


-^ 
向 


RH 


57 



第三章常见曲面 


D 

尸=- ^=. 

B 七 C - A -4 A 1 — B 1 七 C 1 
那么所求球面方程为： 

[ x - rf + &+ 尸) 2 + {z + rf - r 2 , 其中尸=- ^ . 

B 七 C - A -4 A 1 七 B 1 七 C 1 

5. 求下列圆的中心和半径。 

( 1 ) |尤2 + 少2 + 2"2 — 1 2 x + 4少 一 6 z = 0 

I 2x-\-y-\- z+1 = 0 

f /+/+?=， 

( 2 ) 

yAx + By + Cz -\- D = 0 

解 ：（1) 设所求圆的圆心为 A ^ , 半径为尸，由该圆的方程可知它是由平面2尤+少 + z + l = 0 在 
球乂 +少 2 + z 2 - 12尤+ 4少 - 6 z = 0上截取而来，已知球的球心为 (6-2,3) ,半径为义= 7，已知 
平面的法向量为(2，1，1),那么圆心为过点(6, - 2, 3) 且方向向量为 (2,1,1) 的直线与已知平面 
2 x + 少 +z + l = 0的交点，即： 


x-6 y-\-2 z-3 

<2 — 1 ~^T 

2x-\-y-\- z-\-\ = 0 


解得 




, 即为所求圆的圆心。 


2 x 6 — 2 + 3 + 1 14 

另外，所求圆的半径尸，已知球的半径 R 二1 , 球心到已知平面的距离 V = 

V2 2 +l 2 +l 2 V6 

7斤 

满足方程 R 1 二 r 1 七 d 1 , 代入已知量可解得所求圆的半径为尸= 丄. 

3 

(2) 由球面方程可知球心为： (0,0,0) ,球半径为 W ,平面的法向 量为： [ A , B , C ] ,那么过球心作垂直 
于平面的直线： 
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x = ?iA 
y 二 


代入平面方程可得： 


入 [ J 2 +汐 2 + C 2 )+ 汐=0 


解得 ： A 


D 


那么可得圆心坐标为： 


A 1 七 B 1 + C 1 • 

/ -AD 


BD 


CD 




v 


A 2 + B 2 ^ C 2 ' A 2 ^ B 2 A 2 + B 2 ^ C 2 

iX 


又因为球心到平面的距离为： 


所以圆半径为 ，. r 二 ' R 1 


^ A 2 ^ B 2 

+ C 2 

( 

D 



v 


V ^ 2 + 汐 2 + c 2 


J 


r \ a 2 \ B 1 \ C 1 )- D 1 
^ A 1 七 B 1 七 C 1 


6. 求过三点 (3,0,0) , (0,2,0) , (0,0，1)的圆的方程。 


•三点决定的平面的方程为： 


尤-0 3-0 0-0 
y -2 0-2 2-0 
z -0 0-0 0-1 


0 


化简为： 2 x -\- 3少 + 6 z - 6 = 0. 

设过三点的球面球心为 Cr G ， 少 o , z G ) ,则 


7(3_尤。) 2 + ^ o 2 + z o 2 = 」 X Q 2 +(2_少。) 2 + Z 。 2 = 」 X 0 2 + 少。 2 +(\- z o y 
化简得： - 6尤 0 + 8 = -4 少 0 + 3 = —2 z 0 ,可令^* 0 =1 ; = — , z 0 = —I , 


所以球半径可求得: J ?= (1-3) : 


4 


+ 1 


所以球面方程为：(尤_1) 2 + 


f 


v 


4 


所以圆的方程可表示为： 


( 1 - 1) 2 + 


+ (Z+1) 

/ ^ \ 2 

y 


2 = 9 
~ 4 ' 

2 81 


16 


v 


4 


，+ 1 ): 


81 

16 


2 x -\- ?> y -\-6 z - 6 = 0 
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7. 证明曲线 


第三章常见曲面 


^* = 3 sin / 

< ^ = 4 sin / 
z = 5 cos / 

是一个圆，并求该圆的中心和半径。 

证明：由曲线参数方程消去参数/可得尤 2 + y + z 2 = 25,为一个球面，并且易得不少的关系式 

4尤一 3少= 0, 为一个 平面，那么曲线表示 的是一 个圆， 是一 个球面 和一个 平面的交线： 

; r 2 +/+? =25 

4x-3j^= 0 

因为球面中心为原点，满足平面4尤一 3少= 0方程，也就是说球面中心在平面上，那么所求圆的圆心和半 
径都和球面尤 2 +少 2 + z 2 = 25相同，即圆心为原点，半径为5 。 

8 . 证明：曲线 

t 

1 + / 2 + / 4 

17777* ( -°° </<+00) 

/ 3 

Z — 1 + / 2 +/ 4 

転一条球面曲线.并且求它所在的球面 。 

证明：由曲线参数方程消去参数/ 可得戶 +少 2 + Z 2 =少，即曲线上的点满足方程： 
X 2 +少 2 + Z 2 =少，而 X 2 +少 2 + Z 2 =少表示的是中心为 
示一 条球面曲线，它所在的球面为 - T 2 + / + z 2 = y . 


0 士 0 


，半径为严所以曲线表 


x = 

< 



9. 面的 方程。 


( 1 ) 


( 2 ) 


x -\ _ y -\-\ 
z -\ 




X 


2 

(3) Jr-l 

(4) x-l 


y 

l 


绕 


X 


y 


-l 

-3 ~ 3 

-3 3 2 


1 -1 

绕 z 轴鹏 


y 

l 


少 — z-i 

~" T ~ 
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(5) 


z 二 ax -\- b 
z = cy -\- d 


、 a ， b ， c ， d 丰 0 ) 雄 


z 


\4 x 2 +9/ =36 

(6) 少 雄 T 轴旋转 

[ z — 0 

, 7 、1(尤 _ 2) 2 ^ y 1 = 1 

(7) < 绕 少 轴旋转 

I z = 0 


(8)0 个曲线™ 





( 10 ) 


尤 2 +/ = 


z-x 


2 


绕 Z 轴旋转 


ff : ( 1 ) 由题意知轴过点 (0,0,1) ,且方向向量为 F= (1-1,2) ,设(尤。，少。， Z。) 为母线上_点，母线 
绕轴旋转后点为 Cr， 少，,那么有下式成立： 


尤 0 _ 1 = 少 0 + 1 = 1 

1 ~ -1 ~ 2 

(x 0 ,y 0 ,z 0 -l)x(l ， -l ， 2)| = |( 不少， z-l)x(l ， -l ， 2) 
(^0 - 不少 0 Uo —z).(l ， -l ， 2) = 0 


消去 ^T 0 ， 少 0 ， 得到旋转面的方程： (2 少 +z—1) +(2尤一 z+l) +(«r + 少 ) =8 , 

化简为 5j2 + 5 少 2 + 2/2 + ^xy + ^yz — Axz + Ax _ 4 少 一 Az — 6 = 0. 

(2) 由题意知轴过点 (0,0,1), 且方向向量为 f = (1,-1,2) ,设(七，少。， z。) 为母线上一点，母线绕轴旋 

转后点为 Cr， 少，,那么有下式 成立： 

< ^0 =少0 = 4—1 

2 ~ 1 ~ -1 

< \(x 0 ,y 0 ,z 0 -l)x(l，-l，2)| = |(不少， z-l)x(l，-l，2) 

U - 尤,少 0 - 少, z 0 - Z). (1,-1,2) = 0 

消去得到旋转面的方程： 


40^* 2 +40/ +142 z 2 -68^-136^+136^-136^+136^-284^+142 = 0. 
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(3) 由题意知轴过原点，且方向向量为 F = (0,0，1),设(尤。， 少。, Z 。) 为母线上一点，母线绕轴旋转后点 
为(不少，，那么有下式 成立： 

x. -i = ——=—— 

-3 3 

< 尤 +/=4+少 0 

(尤 一 J 。， 少一少 o ， z - z 0 ).(0,0, l )=0 

消去得到旋转面的方程： 



11 X 1 -30/ + 27 z 2 + 16 xy - 16 yz - 1 52 c - 1 80 ;r - 90少 +1 80 z +153 = 0 . 

(5) 由题意知轴过原点，且方向向量为(0,0，1),设(心，少。， z 。) 为母线上一点，母线绕轴旋转后点 
为(不少，，那么有下式 成立： 

z 0 = ax 0 b 
^ cy^d 

U ) ，少 o ， z 。) X (0,0，1)| = |( 不少， z ) X (0,0,1)| 

(Wo nz).(0,0,1) = 0 

消去得到旋转面的方程： 

c 2 a 2 [ x 2 + y 2 )- 2 l [ c 2 + a 1 ) z 2 + 2 [ c 2 b + a 2 d ) z - c 1 ^ - a 1 d 1 =0. 

(6) 由题意知轴过原点，且方向向量为 f = (1,0,0) , 设(尤 0 ,少 0 ， z 0 ) 为母线上一点，母线绕轴旋转后点 
为(不少,，那么有下式 成立： 
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4^*0 + 9 少0 2 = 36 
< Z 0 = 0 
|( 尤 0 , 少 0 ,z 0 )x (1,0,0 ) 卜 |“ 少 , z) X (1 ， 0,0)| 

(Wo nZ).(1,0,0) = 0 

消去得到旋转面的方程： 


4^ 2 +9( z 2 +/)=36. 


(7) 由题意知轴过原点，且方向向量为 (0,1,0) ,设(心,少。, z 。) 为母线上_点，母线绕轴旋转后点 


为(不少，，那么有下式成立: 


(尤0 _ 2) + 少0 = 1 
< z o = 0 

|“，少 0 ，^ ) )x (0，1，0】=|( w)x (0，1，0)| 

(Wo u 0 -z).(0 ， l,0) = 0 
消去得到旋转面的方程： 


义 4 + 少 4 + z 4 + lx 2 y 2 + lx 2 z 2 + 2 y 1 z 1 -10^* 2 +6/ -10 z 2 +9 = 0. 


(8) 显然这条曲线的渐近线为 x 轴和少轴，那么它绕 T 轴旋转得到的方程就是把少 换成土 如 2 + z 2 
所以方程为： x 2 { y 2 -^ z 2 )= a 4 ,它绕少轴旋转得到的方程就是把尤 换成土 4 x 2 + z 2 ，所以方程为 

y ( x 2 + z 2 )= a 4 . 


(9) 曲线绕少轴旋转得到的方程就是把尤 换成土 a /尤 2 + z 2 ,所以方程为：/ = (. r 2 + z 2 ) 3 . 
do ) 由题意知轴过原点，且方向向量为 (0,0,1) ,设，少^ ，义; (为母线上一点，母线绕轴旋转后 


点为(不少，,那么有下式 成立: 


|U , 少 0 ，^ )) x (0,0,1) 卜 \{x,y,z)x (0,0, 1)| 
(% -x,y 0 - 少， z 。 -z).(0,0,1) = 0 

消去％，少得： 



y +y 




又由原曲线可知 Z 的取值范围是 一 1 <Z<\ , 那么旋转面的方程为 X 2 =1 , 
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10. 证明 z 


2 , 2 
T +少 


表示-个旋转面，并且求它的母线和转轴< 


证明：它是由母线 


Z 


Z 


X 2 绕 Z 轴旋转而来，或者由母线 j y 1 绕 Z 轴旋转而来. 


少=0 


x=0 


11. 适当选取坐标系，求下列动迹的方程。 

(1) 致两定点 ES 之比等于常数的点的; 

(2) 致两定点 ES 之和等于常数的点 (棚碰; 

(3) 致定平面和定点等酿的点 


解： （ 1 ) 选取右手直角坐标系使得两定点 4 万的坐标分别为 ( a ， o , o ), (- a , o , o ) ,设 


MA 


k 


MB 


>0，当々=0时 


MA 


0 . 


MB 


，那么动点 I 的轨迹为 一个点 ^ ;当々=1时，由 


MA 


MB 


可求得轨 迹为一 个平面：尤二0 ;当々关0,1时轨迹 为一个 球面， 


MA 


k 


MB 


由可求得其方程为： 


/ / P +1 、 2 

x -\ —— a 


v 


k 1 -\ 


, 2 , 2 

+少 +Z 


J 


4 々 V 


a - 


(2) 选取右手直角坐标系使得两定点 4 汐的坐标分别为(化0,0^ — a ,0,0 ) ,设到两定点的距离之和为 


2 b ,若汐> a > 0 ,则由 


MA 


+ 


MB 


lb 可求得所求点的轨迹方程为 


(b 2 -a 2 )x 2 ^y 2 ^z 2 =b 2 (b 2 


a 


轴二 a , 则点的轨迹为线段^ > ,它在 T 轴上，且 T 的取值范围为 


-a<x< a 


a, a 


, 那么其方程可写为 


少=0 
z = 0 

mb<a , 显然轨迹不 存在。 

(3 )以定平面为刀^平面，建立右手直角坐标系，使定点^的坐标为…,0,义），设所求点为不少, z ) 


那么由 J x 2 + y 1 + (z — a) 




可得所求点的轨迹为： 


Jr] + 少 2 — ^(jz + d A — 0 
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习题 3.2 

1. 求半径为2 ,对称轴为尤=2 =三的圆柱面 方程. 

2 3 

ff : 因为对称轴向量为 (I ， 2 , 3 ), 过点 (0,0,0) , 那么圆柱面方 程为 : 

(;r_0 ， ^_0 ， z_0)x(l ， 2,3)|_ 

M = 

化简得： 13 尤 2 +10 少 2 + + Axy + 12 少 2"+ 6zx _ 56 = 0 . 


2 . 设圆柱面的对称轴为： 

x-t 

< y -\-\- 2 t 
z — — 3 _ 2/ 

且已知点％(1,— 2,1) 在这个圆柱面上，求这个圆柱面方程 • 

解： 因为对称轴向量为(1，2,-2),过点 (0,1,-3) ,那么圆柱面方程为： 

{ x - 0 , y-\,z + 3) x (1，2，一 2) _ |( l -0，-2- l，l + 3) x ( l ，2，-2) 

|(1，2,-2)| = |(1，2, -2)| 


求得尸 


V 65 


圆柱面方程为： 8尤 2 + 5少 2 + 5 z ^ — 4 xjy + ^yz + \zx +1 6 x +1 Ay + 22 z — 39 = 0. 


3. 已知圆柱面的 Hil 職为： 

x - y - z . x ^- X - y - z -\ x -\- y-^-X - z 

求这个圆柱面的方程 • 

解： 已知母线的方向向量为： v {\ Xl ) , 则过原点与母线垂直的平面丌的方程为尤+少 + z =0 , 

设 7 T 与三条母线的交点分别为 A x , A 2 , A , ,那么由 

| x - y - z f ^ r +1 - y - z -\ ix-l - y -\-\ - z 
\ x -\- y -\- z - 0 [ x + z =0 x + z = 0 

可求得 4 (0,0,0), A 2 (— 1,0,1), ^3 (1，-1，0), 

设平面 tt 截圆柱所得的圆所在球的方程为： (尤 一 a ) 2 + { z-cf =尸 2 
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由于4，4，4满足此球的方程，那么 

a 1 七 b 1 七 c 1 二 r 1 
< {-l-a) 2 /? 2 cf - r 1 

(1 - a) 2 + (-1 - Sf + c 1 - r 1 

可令 a = 0 ，可解得以上方程组的一组 解 ： a = 0,/? = -!,c = l , r =^ , 

则点刀 (0, — 1，1) 在所求圆柱面的对称轴上，而且圆柱面的半径为 W ,所以圆柱面上的点 J /(^， 少，4满 
足 

MDx v 

- = r 

v 

代入已知条件化简可得圆柱面方程为： 

x 2 + 少 2 + z 2 - X y- xz -j ； z -^2y-3z = 0. 


4. 總 肪程. 

{ 2 _ 2 ^ 

少=母线平行于义轴. 

^*=0 


(2)脚|为以' 4 ，母肪向为(1,-1，1). 

\ z=0 


x y z — 1 / . ^ 

(3) _2， +2 ~= 2 ，脚方 向为 :( ⑽ 


⑷纖 r:: ，雕 纽于麵在的平 面. 


解： （ 1 ) 设 M [ x , y , z ) 为柱面上任意 一点， ，少 0 ， z 0 ) 为准线上一点，母线平行于 尤轴， 所以 


可设母线方向为 (1,0,0) ,那么由题意得： 

少0 二 2: 0 
^* 0 =0 
< x 0 = 1 

少0 二少 
、 z 0 =z 

消去；)，少 0 ，义，/得所求柱面方 程为： y -2 z = o . 
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(2) 设少， z) 为柱面上任意一点， , 母线方向为, SP 么由 
题意得： 

尤 0 少 0 = 4 

= 0 

< x 0 = x +1 

少0 二少-/ 
z 0 = Z + / 

消去％，少0， z Q ，/得所求柱面方程为：(尤— z) (少+ z) = 4 . 


(3) 设少,为柱面上任意_点，^/^^，八^^为准线上一点，那么由题意得: 


4 + 少 0 2 +4 =i 
2^*0 + 2 ^o + : 0 2 = 2 
x = x 0 + u (- l ) 


少=少 0 
z 二 Z Q + u 


消去％，少 Q ， Z Q 得： 

I (x-\- uf + 少 2 + {z-uf = 1 
[2(x-\- u) 2 +2^ 2 + {z-uf - 2 

消去以可得所求柱面方程： 

+ ^xz _ 1 = 0. 


(4) 由准线方程可知其所在平面为尤 = , 那么母线方向向量即为平面尤= 2z 的法向量(1,0,_2) 

设 J/G*， 少，为柱面上任意 一点， ^^^，少^^^为准线上一点，那么由题意得： 

尤0 =^0+^0 

x o = 2 z 0 
x = x 0 + u 

少=少 0 
z = z 0 -2 u 


消去; To, 少 0,4 得： 


x - u - y lj r { z -\- 2 ii ) 
x-u = 2( z -\-2 u ) 


消去以可得所求柱面 方程： 


4 x 2 + 25 j ^ 2 +z 2 -\- Axz -20 x -\0 z = 0. 
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5. 求雌为 




4 


z = 0 


的圆柱面的方程，这样的圆柱面有几个. 

解：设母线的方向向量为： vih ^ c ) , 所求圆柱面半径为尸，在准线上取三点 


4。 


^(2,0,0),^ (0,1,0), J/ 3 

v _ y 

的点到对称轴的距离等于半径可列方程组: 


,又已知所求圆柱面的对称轴过点 (0,0,0) ,那么由准线上 


M 0 M l x v 


X V 


M 0 M 3 x v 


V 


V 


V 


r 


由上式可解得： 6 = 0/=±1，尸 =1. 


那么由 


x v 


V 


尸可得两个符合题意的圆柱面方程： 


4/ + U + 




4 


6 . 求面点坐标为 (1,2,3). 轴与平面2尤+ 2少 _z + l = 0 垂直，母线与轴夹角为 | 的圆锥面的方程. 


6 


:设 &，少，4为所求锥面上的点，已知轴的方向向量为(2,2, 一 1) ,母线与轴夹角为^ ,那么少 

6 


满足方程： 


p^ lZl ^ I ^2 ! 2 !l l| = cos ! 
1，少 _ 2， z -3)|(2,2，-1)| 6 


化简得圆锥面方程为 


43^ + 43^ 2 + 31 z 2 +32^ f -16^ z --102^*-156^-136^+378 = 0. 


7. (1,2,4) ，轴与平面 2尤+2少+2=0垂直， < &83点(3,2,1)的圆锥面的方程. 

解： 设(不少为所求锥面上的点，已知轴的方向向量为 (2,2,1) ,那么 Cr , 少,满足 方程: 

(尤-1，少-2^-4).(2,2，1)| 二 |(3-1,2_2，1-4).(2,2,1】 

| Cr - l , 少 -2, z -4)|(2,2, l )| = |(3 - 1,2 - 2,1 -4 f 2,2, l )| 
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化简得圆锥面方程为： 

5 lx 2 + 51^ 2 -\-\2 z 2 +104^+52^+52^-518^-516^-252^ + 1279 = 0. 


8. 球面尤 2 +少 2 + z 2 +2 尤 一 4少 +4 z -20 = 0 ，求以 (2,6,10)为]3^»«1锥面方程. 

解：由球面方程可知该球面的中心为： B {-\2-2 ) ,半径为 ' 广二拉 ,已知球面的切锥面为圆锥 
面，因为 <2,6,1 0) 为其顶点，则对称轴为 AD , 那么其母线与轴的夹角 a 满足关系式 : sina = 

AD 

那么可设 Cr , 少，为所求锥面上的点，已知轴的方向向量为3= (-3 ，一 4,_12) , 那么“少，4满足 
方程： 

|(尤- 2,少- 6, z -10). (- 3-4-12)| r — r ^— 

-7 - T7T7 -= cosa = VI -sm a . 

|(尤-2,少-6彳-10)|(-3，-4，-12】 

解得圆锥面方程为： 


131 尤 2 +1 24/ - 4 z 2 - 24 xy - llxz - 96^+340^-480^+ 800^-2900 = 0 . 


9. 雜肪程 • 


(1)顶点为(4,0，-3),准线为 


x 2 y 1 

+ 


25 9 

z = 0 


(2) B ^ 原点，纖为 


x 


2 y 


4 

z = -5 


(3) Bi ^ 服点，幽为 


2 , 2 

x = 


+ + 2 z —5 = 0 


(4) 面点为 (0,0,2 冰准钱为 


X 2 -\- y 2 -\- z 2 = 2 jRz 
ax -\- by + cz -\- d =0 


: (1) 设 & ，少 i 4) 为准线上一点，那么所求锥面上一点(不少,满足方程 
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2 2 



25 9 


z x =0 

;= 4 + (^*-4) / 

少 1 =0 + (少-0)/ 

— _ 3 + (z +3)/ 

消去 ^^, / 可得所求锥面方程为 9 j 2 + 25少 2 — 9 z 2 + 24^ tz — 1 502"— 225 = 0 . 
( 2 ) 设 ( a ， a ) 为准线上一点，那么所求锥面 上一点 [ x , y , 满足方程 


1 4 

A = _5 

x x = 0 + (^r-0)/ 

少 1 =0 + (少-0)/ 

^ = 0 + ( z -0)/ 

消去 X x , y x , z x , t 可得所求锥面方程为100 J 2 - 25/ -4 z 2 = 0 • 


( 3 ) 设 ( a ，少 i ， a ；) 为准线上一点，那么所求锥面上一点 [ x , y , 满足方程 


2 , 2 



;+ 少1 + 2^ — 5 = 0 

< ;=0 + ( 尤 _ 0 )/ 

少 1 =0 + (少-0)/ 

^ = 0 + ( z -0)/ 


消去 X x , y x , z x , t 可得所求锥面方程为 x 2 + y 2 -3 z 2 =0. 

( 4 ) 设 ( a ， a ) 为准线上一点，那么所求锥面 上一点 [ x , y , 满足方程 

+^ 2 +^ 2 = 2Rz t 
ax x by x -\- cz x -\- d = 0 
< x x = 0 + (; r _0)/ 

少 1 =o + (^-o)/ 

= 2R-\-{z-2Il)t 


消去 x x , y x , z x , t 可得所求锥面方 程为： 

(2jRc-\- c/){x 2 +^ 2 )+ dz 1 - IRaxz-lRbyz-^A^ax-^-A^by-ARdz-^A^d - 0 
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10. B 知锥面^的顶点为(2,5,4) , ^与 〆 ^平面的交线为一圆，这个圆的 B 心为(0，1,1)，半径为2 • 
求这攸 面方程 • 

解：因为^与少&平面的交 线为一 圆心为 (0,1,1) ，半径为2的圆，它的方程可写为： 

|(广1) 2 + 卜 1)2=4 
[ x =0 

那么这个圆即为所求锥面的一条准线，那么可设“，少^ 4) 为准线上一点，那么所求锥面上一点 Cr , 少, 
满足方程： 

U - 0 2 + (^1 - 1) 2 = 4 
^ = 0 

< x { = 2 + (^*- 2 ) / 

少 1 =5 + (少-5)/ 

^ = 4 + ( z -4)/ 

化简可得这个锥面方程为： 21尤 2 + 4少 2 + Az ^ — 1 6 xjy — 1 2 xz + 44 x — %y — %z —8 = 0. 

11. B 知球面 i 2 +/ + z 2 = l 的夕卜切柱面直于平面尤+少一 2 z -5 = 0 ，求这个柱程。 

解：已知母线垂直于平面尤+少 -2 z -5 = 0, 所以母线方向为<1,1,-2),点 M ( x 0 ，少 0 ， z 0 ) 在已知 
球面的外切柱面上，当且仅当点在 一条母 线上，并且这条母线与球面有重合的两个 交点。 

因为过 J / U ， 少 o ， z 。) 方向为也1, -2) 的母线为： 

< 产少 0 +，， 
z - z ^-2 t 

求它与球面的交点可得方程： 6/ 2 + (2 x 0 + 2少。 — 4 z 。)/ + + y 1 ^ + —1 = 0 

由于母线和球面只 有一个 交点，那么上式只 能有一 个解，所以少满 足一下 方程： 

(2 ^o +2少。 -4 z 。) 2 -24(4 + 乂 +4 -1) = 0 

化简得： 5; r 0 + 5少0 + 2 z 0 — 2 x 0 jy 0 + 4 x 0 z 0 + 4 少 0 z 0 —6 = 0 

由于 J / po ，八， 为球面的外切柱面上任意一点，那么由的任意性可得所求柱面方程 
为： 5 x 2 + 5 y 2 + 2 z 2 - 2 xy + Axz -\- Ayz -6 = 0. 
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12. 证明：球面的外 




证明：设以球心为原点，建立右手直角坐标系，则球面方程为： I 2 +少 2 + z 2 =尸 2 ,设外切柱面的母 

线方向为： m ， n ) , 在外切柱面上任取一点，％，&；),则过，少的母线的参数方程 
x - x ^-\- It 

为： < 少=少0 +辨/ ,该直线和球面的交点可求得： 
z - z^-^-nt 

(尤 0 + //) 2 + (少 0 + mtf + ( z 0 + ntf - r 1 , 

化简为：(//) 2 + {mtf + {ntf + 2 x 0 / t -\- 2 y Q mt + Iz ^ nt ^- x 0 2 + 少 0 2 + z 0 2 - 尸 2 = 0 
因为该柱面为外切柱面，所以它与球面只有重合的两个交点，那么以上关于/的方程的判别式为零，即： 
{2 x 0 / + 2 y^m + Iz^nf -4(/ 2 + m 1 + ^ 2 \ x 0 2 + 少 0 2 + ) = 0 

化简为： (/ y 0 - mx^f + ("少。_ mz ^ ) 2 + (/ z 0 - nx 0 ) 2 = r 2 (/ 2 + m 2 + " 2 ) 

因为 J 4 r 0 , 少为任意点，那么方程可写为： 


[ly - mxf + { ny - mzf + {lz - nxf - r 1 (/ 2 + 济 2 + 


此为圆柱面。 


13 •过尤轴和少轴分別作动平面•交角 a 是常败 • 求 交钱的 軌迹方程，并且证明它遷锥面 • 

解：在交线上任意取一点少，,由点 J / 和 x 轴决定的平面巧的法向量^ x OM ，由 J / 
与少轴决定的平面兀 2 的法向量 = e 2 x OM , 由于/^，// 2 的夹角 a 为常数，那么： 

"1 ."2 

cos a =-= 

% " 2 

化简可得 ： ( z 2 + 尤 2 p 2 + / ) = (1 + tan 2 a ) x 2 y 2 , 这是不少， z 的4次齐次方程，所以它是 一个以 
原点为定点的锥面。 

习题 3.3 

1. B 知椭球面的对獅与坐脚重合，且舰麵 


(e x x Om)- (e 2 x OA/]^ ^ |(0,z, ， ).(z,0 ， - 尤 )— 

w 

U X^JLx^/J |(0 ， Z ， 少 )|“0 ， -I)| 如 2 + 少 2 yjz 2 +X 2 
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2 2 
T .少 


9 16 

z = 0 


IUS 点 


J /( l ,2, V 23). 


求这个椭球面的方程. 


2 2 2 

解：可设这个对称轴与坐标轴重合的椭球面为 — + ^ + — = 1 ,因为椭圆 

a b c 


2 2 
T , y 


9 ' 16 — 飞这个椭 
z = 0 


球面上，可得9,汐=16 ,又点41,2，#)在这个椭球面上，代入方程可得 


9 \6 c 


2 2 2 

_。36 ，■这 个__方程 为:皆 i + 


2. Bnffi 圆抛物面的顶点为臞点 • 对称平面为刀面和 少 &面 • 且过点(1,2,5)和 


■求这 


个 《 IB 抛物面的方程 。 

解：因为这个椭圆拋物面的顶点为原点，对称平面为面和少&面，所以可设其方程为 


2 2 

a b 


把点( I , 2 , 5 )和 




，一 1，1 


代入所设方程可得： 


l2 + ^ = 2x5 


a b 

/ V 

\2 


a 


l 2 

~b 


2 


^§ a = —,/? = - , 那么这个椭圆抛物面的方程为^- + ^- = 2 z 


18 


5 


3. B 知场級面的 tt 点为原点，_平面为面和 少&面 • 且过点 (1,2,0) 和 




，一 1，1 


，求这个场 


鞍面的方程, 
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解：可设所求马鞍面方程为： 


2 2 
T y 


a b 


lz , 因为马鞍面过点 (1，2,0) 和 




，一 1，1 


,代入方程可得 


1 ^_ 2 ^ 

a b 

、\2 


a 


l 2 

~b 


2 x 0 


2 x 


解得 a 
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18 


, 所以所求马鞍面方程为：-^- + ^- = 2 z 


4. 雜颇条抛峨： 

[x 2 -6j^= 0 \z 2 + 4 少 = 0 
[ z=0 [ x=0 

的二次曲面的方程 • 

解： 因为所求二次曲面上的两条拋物线不在同一平面上，所以所求曲面定是马鞍面，因为这两条拋物线的 

x 2 z 1 \x 2 -6y=0 

对称轴都是少轴，那么可设所求马鞍面方程为：- r = 2 少，由1 ’ 在所求马鞍面上， 

a b [ z-0 

f z 2 + Ay = 0 X 2 z 2 

可得 a = 3 , 由] ’ 在所求马鞍面上，可得汐= 2 ，那么所求马鞍面方 程为： -= 2 少 • 

' 尤 =0 3 2 ’ 


5. 雖方程 

— + — + -/ — = 1, (a > 6 e > 0) 

a 1 -k b 1 -k c 1 -k V ’ 

问当 々取 异于 a \ b \ c 2 的各种实数值时，它表示怎样的 曲面？ 

解： 因为汐 >(>0,所以当々 < 〆 时， I 2 , /， z 2 的系数都是正数，那么它表示的就是椭球面; 
当 c 2 < 々< 时，工 2 ,少 2 的系数都是正数， z 2 前的系数是负数，那么它表示的就是单叶双曲面；当 
乃 2 < 々< a 2 时，的系数是正数，/, z 2 前的系数是负数，那么它表示的就是双叶双曲面；当 a 2 < 々 
时， x \ y \ z 2 的系数都是负数，那么它表示的就是虚椭球面。 


6. 适当舰坐标系.抑列轨迹的方程 • 

(1) 当两定点 ES 之差等于常数的点 (棚 碰； 

(2) 到一定点和一定平面 （ 定点不在定平面上）距离之比等于常数的点的誠； 

(3) 设有一个固定平面和垂直于它的一条,求到定平面与致的 EStB 等的点的誠； 
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(4) 求与两给 酿的点 noaL B 知间的酿为 a ,夹角为 a 。 

ff : ( 1 ) 取直角坐标系使得两定点4万的坐标分别为(^ ? 0,0) ，(- afifi ) , 设动点为 J/b, 少，4 ,设 

M 4 - ~MS = ±沁，其中 々之 0 ,由三角不等式可知々幺 2a , 

当 0<々<2 a 时，由 = 土沁可 得所求轨迹方程为： 


4 x 2 4/ 4 z 2 

k 1 k 1 - Aa 2 k 1 - Aa 1 

这是双叶双曲面。 

当沁= 2 a 时，由 MA - MB - ±2 a 可得所求轨迹方程为： y 1 -\- z 2 = 0，且尤 2 a 或者 
x<-a , 这是 T 轴去掉区间 (一 c ) 。 

当々=0时， MA - MB = 0可得所求轨迹方程为：尤= 0 ,这是少必平面。 

(2) 以定平面为 xOyW-m , 建立直角坐标系，使定点^的坐标为 (0,0, a ) , 设比值为 k {/ c >0 ) ,所求 
点为 y , z ) , 那么」 x 2 + 少 2 + [ z-af = ^\z 

当々=0时，由^/尤 2 +少 2 +( z - a ) 2 =0.|_，所以此时轨迹为一点^ 

当々=1时，由 」 X 2 +少 2 + (Z _ ") = Z ,可得轨迹方程为：义 2 +少 2 + — "IciZ — 0 

当々关 0，1 时，由 x 2 y 1 + (z — a ) 1 — k z 可得轨迹方程为： 

a 丫 _ a 1 k 1 
\- k 2 ) ~\- k 2 

此时当 0 < 々 <1 时,为椭球面，当々>1时，为双叶双曲面。 

(3) 以定点平面为工<9少平面，以定直线为 Z 轴，建立直角坐标系，设动点为^4不少，,那么由它到 

平面的距离等于到直线的距离可得：=|^ ,化简可得 I 2 +少 2 — Z 2 = 0 ,这是二次锥面。 

(4) 以两条给定直线<，/ 2 的公垂线为 z 轴，公垂线段的中点为原点，让 I 轴与<，/ 2 的夹角相等，建立 



/ \ / 

直角坐标系，则/ 19 / 2 分别经过点4 0,0, - ,4 

2 t 


v 




v 


0 A - 吾 


,它们的方向向量分别为 


v x 


， a 

. a ^ 


(a . 

\ 

a „ ) 

cos —，一 

-sm —.0 

^2 

cos —.sm 

一 ,0 

1 2 

2 ) 

^ 2 

2 J 


,所以由动点到两直线的距离相等可得： 


xj^sin a 二 za 


75 




第三章常见曲面 


当 a = 0时，为力9少平面 ，•当 0 < a 幺 f 时，为双曲拋物面。 

7 • 设一个定点与 一ii 二/次曲面不 在同一 平面上，证明：以定点为定点，以这条二次曲面为准线的锥面是 
1曲面 • 

证明：可令该定点为原点，以过原点，平行于已知二次曲面的平面为力9少平面，建立直角坐标系，那么 
可设已知二次曲面方程为： 

[ ax 2 by 2 + cxy -\- dx -\- ey -\- /* = 0 
[ z — h 

其中， a 紅 d ， e ， f % 徽 t 々为实数表示原点到已知二次曲面所在平面的距离，那么由此二次曲面为 

准线，以原点为定点的锥面方程可求得： 

^ 2 2 

ax x by x + cx x y x dx x -\- ey x J r / = 0 

z x —h 

< = xt 

y \ =声 
Z \= zt 

化简可得： ah 1 x 1 + bh 1 y 1 + c / i 2 xy -\- dhxz -\- ehyz -\- fz 1 - 0 , 此为二次曲面，证毕。 


8. 糊球面 

2 2 2 

x y z 

- h- ——I-= 1 

2 /2 2 

a b c 

的中心 (9 任籯引三条相亘垂直的射线，与曲面分别交 于斗户 2 ,户 3 ，设 | 冢 | = /},/ = 1，2,3 ■证 明: 

111111 

~T~ h ^~ h ^ = ~T~ h ~ 7 ^ + ^ 
r x r 2 a b c 


o 


o 


0 


证明： 设 M 为 ^ 方向的单位向量， a,. =< % >^, ^< OP i , e 2 > , 
y i =< OP i , > , / = 1 , 2,3 , 其中 e”e 2 ， e 3 是原直角坐标系中的基向量。 

于是= (cosa^cosp^cosy^ , OP i ^r i OP i , / = 1 , 2,3 ，又由于两两垂直，那 


么 0\0 P ' , OP 2 , OP 、 也为一 个直角坐标系，从而 (cosc^ ， cosa 2 ,cos 是 a 在这个新的直 
角坐标系中的方向余弦，因此有 cosaj + cosa 2 + cosa 3 = 1同理 cos 仏 + cos j 8 2 + cos jS 3 = 1 , 
cos^! + C0S7 2 +C0S7 3 = 1 , 那么由椭球面方程可得： 
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2 2 2 2 2 2 

r ) cos a i r ) cos fi / cos y / 


a ‘ 


b 1 


1 , / = 1 , 2,3 




所以有： 


cos 2 a. cos 2 B. cos 2 r. 

/ I ’ / I • i 


a 


b 1 


,/= 1 , 2,3 


c 


尸 / 


3 ( _2 _2 n _2.. 、 


那么三个等式相加可得： [ 


cos a / cos cos y / 


a 


b 1 


c 


1 1 1 


J 




9. 证明：用通过坐标轴的平面和_球面 


x 


y 


Z 


a 1 b 1 c 1 


l ,( a > /?> c > 0) 


相截时，有且仅有两条截口曲线是圆，并说明这两张截面的 位置。 

证明：当用过 x 轴的平面去截椭球面时，截得的曲线肯定过 (土 a ,0,0) ,若解得的是圆，那么圆的半径肯 
定是 a ,并且圆心在原点，而椭球面上除了 a ，0,0) 的所有点离原点的距离都小于 a ,所以用过 X 轴的 


平面去截椭球面，截口都不 是圆。 

用过 Z 轴的平面去截椭球面时，截得的曲线肯定过 (0,0, ±4，若解得的是圆，那么圆的半径肯定是 
并且圆心在原点，而椭球面上除了 (0,0,±4 的所有点离原点的距离都大于 C ,所以用过 Z 轴的平面去截 


椭球面，截口都不 是圆。 

用过少轴的平面去截椭球面时，截得的曲线肯定过(0，±么0),若解得的是圆，那么圆的半径肯定是 
b , 并且圆心在原点，那么圆方程为： 

卜 2 +/+?=炉 

丨 Ax -\- Bz = 0 


设 少 0 ， z 0 ) 为圆上任意一点， Wa = b 1 - z 0 2 -xj …… (1) 


2 2 2 

这点又在椭球面上，所以^ 4 + I 


a 


b 


c 



把 (1) 代入 (2) 可得： 


2 7 ?22 



2 

A 



,化简得： 


2 2 2 2 
X 0 _ X 0 , _ Q 


又因为 J /(^， 少 0 ,义)在过少轴的平面上，那么 Zro + Bz ^ = 0 ,所以戋= -- ^义代入上式可得: 



2 2 

A 


2 2 2 

2 

A 

一 n 紹垣 


2 

( 

2 

b 1 - 

- c 1 

Uj 

a 1 

\ A ) 

b 1 c 1 

b 1 " 

- ^ / 用牛侍 





a 1 - 

- b 1 
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所以用过少轴的平面尤 土 三0去截椭球面时，得到的截口是圆。 


c \ a 


b 1 


习题 3.4 


1 的过点 ( 2 , 3 ， - 4 ) 


x 1 y 2 Z 1 

雜 W 5 R 曲面 一 + ^- 

4 9 16 

因为单叶双曲面是直纹面，它的直母线都可以表 示为： 






X -^ r Z - 

2 4 




+ V 


= 0 



+ V 


3 〉 

"T* 

V2 4j 



v 


r X Z 、 


2 4 


和 


0 








v 




r X Z 、 


2 4 


0 


0 


把点 ( 2 , 3 ， - 4 ) 代入上式可解得所求母 线为： 


x z 
一 + 一 

2 4 


0 


1 




和 


0 


x z y . ^ 

—I -1-1 = 0 

2 4 3 

y x z . ^ 

-1- h 1 = 0 

3 2 4 


2 . 


x 


又 2 


z_ 

-1 


z — A 

0 


腳成的曲面。 


:由直线族方程消去 参数又 可得：= 


Z_ 

-1 


，即： x -\- y — z 1 =0 ,它是抛物柱面。 


3 • 求与下列三条直钱同时共面的直线所产生的曲面. 


x=l 
少= 2 


.2 • 


X=~l 

y^-z 


x _ 2 y z +2 


3 


4 


:设与已知直线同时共面的直线为：/: 少二少 o . = ,由/和/ 19 / 2? / 3 共面可得 




Y 


Z 


x o 

0 



尤 0 +1 

0 



尤 0 -2 

-3 


少 0 

1 

Y 

= 0 , 

少 0 

1 

Y 

= 0 , 

少 0+ 1 

4 

Y 


1 

Z 


z 0 

-1 

Z 


+2 

5 

Z 


0 


化简可得： 
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第三章常见曲面 


( 少 0 _ z o )1 _ ( 尤 0 _ 1)’+ ( 尤 0 _ 1)2 = 0 
( _ 少 0 _z o)i _ ( _;r o _ 1)’ +( 尤 0 +1)7=0 

(5 少 0 - 4z 0 - 3)jT-{5x 0 +3z 0 - A)Y + {4x 0 + 3jy 0 -5)Z=0 


可将以上方程组看成的三元一次方程组，那么该方程组定有非零解，那么它的系数行列式等于零, 
即： 


少0 -^o 
-少0 _z o 
5 少 0 _ 4 z 0 _ 3 


_ (尤0 _ 0 

-(- 戋 -1) 
_(5尤 0 +3 z 0 _4) 


尤 0 -1 


x o + 1 

4尤 o + 3少 0 - 5 


= 0 


化简得：尤0 +少0 _ Z 0 = 1 . 


因为 U ， 少0, ％) 在所求曲面上，它能代表所有曲线上的点，那么曲面方程就是 


尤 2 +/ -Z 2 =1. 


4. 求所有与趙 


mm . 且与平面 


X - 6 y z-\ 
3 ~ 2 ~^~ 


.尤 — 少 — 8 

* 3 ~ 2 


z +4 


平行的 M 所构成的曲面 方程。 


71 : 2^*+3^- 5 = 0 


解：设与已随綱 日拱面 的賴为 :/: -由/ 和“共 面可得 


戋 -6 

3 




3 X 


少0 

2 

Y 

= 0和 

少 0 _8 

2 Y 

= 0 

-1 

2 

Z 


+4 

-2 Z 



化简可得： （2 少 0 _ 2 z 0 + 2 ^ JT — ( 2 x 0 — 3 z 0 — 9)/+ ( 2 x 0 _ 3少 0 _ 12)>? = 0 . ⑴ 


和 ( _ 2少0 _ 2^ + _ ( _ 2^ Tq _ 3^ _ 12)/+ (2々 _ 3少。+ 24)2 = 0 (2) 

再由/和 tt 平行可得: 2 JT +3 r =0 …… (3) 

可将 (1)(2)(3) 看成的三元 一次方 程组，那么该方程组定有非零解，那么它的系数行列式等于零, 


即： 


2少 0 - 2 z 0 + 2 
_ 2少 0 -2 z 0 +8 
2 


-(2尤 0 - 3 z 0 -9) 
-(-2尤 0 - 3 z 0 -12) 
3 


2^* 0 _3少 0 -12 
2 xq _ 3少0 + 24 = 0 

0 
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第三章常见曲面 


化简得： -■ 9少 g + 62 ^ + 27少0 - 1082"。 — 72 = 0 . 

因为 ，八 ， A ；) 在所求曲面上，它能代表所有曲线上的点，那么曲面方程就是 

4^*-9^+6z+27^-108z-72 = 0. 


5. 设有直线/〗和/ 2 ,它们的方程分別是： 

^ _3 . , 

2 x=3 / 

< y- -\-\-2t < y — 2t 

z--t [z=0 

求所有由 4 和 / 2 上有相同参数/值的点的连线所构成的曲面方程。 

解： <上的点为： 一 + 3/,-1 + 2/-/ , / 2 上的 点为： (3/，2/，0),其中/是任意给定的一个实数那 

v 2 ) 

(Y3 ^ A 

么有相同的参数的两个直线的点的连线的方向向量为： 一 + 3/-3/ ，(一 1 + 2/-2/；)，(_/_0) , 那 

, 2 / ； 


么该连线的方程为： 


x-3 / y- 2 / 


z y 1 x 2 

。,消去/可得十 T 


lz ,这就是所求曲面的方程 


它是马鞍面。 


6 •证 明： 马瞄 B 同族的所額母线都平行于同一个平面，并且同族的任意两輯母线异面 。 

2 2 

证明：考虑马鞍面 —= 2 z 的 一族直母线： 

p q 



任意给 定一个 a q 值，得到这个族中 的一条 直母线/^ ,它在平面兀 4 : 



+ 2又0 = 0上，因 


为平面: -^ + -p = 0 平行于 ； T ; ,那么 / A 平行于 TTq ,由又 Q 的任意性可知该族的所有直母线都 
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平行于 兀 0 。 


第三章常见曲面 


任意取这族中的两条直线 / Ai ，/ A2 ，又 丨 矣又 2 ,那么兀、 II ，由又 丨 矣又 2 得 7r Ai ,7T ; 7 不重合，从 

而么， 4 ,不相交，由⑴可求出么， 4 ,的方向向量为： [^-^-2^^/= 1 , 2 ，那么/々，/^不平行, 

从而 ' ，久异面，由么，及的任意性可知该族的任意两条直母线 异面。 

同理可知另 一个母 线族： 




^ 少 


ip 


+ 2A = 0 


j 


f 


z + A 




^ + ^ 


v 


i~p 


0 


j 


的所有直母线都平行于同一个平面，并且该族的任意两条直母线异面 t 


• 证明：马坡面异族的任籯两条直母线必相交❶ 


2 2 

证明：在马鞍面 fl = 的 第一族 直母线 

p q 


X + ^ 




z + A 


+ 2A = 0 


j 


/ 、 
^ y 


v 


ip 


0 


j 


中 任取一 条直线么，它的方向向量可求得 ： h : (^ p ~^ q ~2\ ) ，它经过点 
在第二族直母线： 



、 

^1 ^p-\ 




尤 少 


ip ^ 


+ 2又= 0 




f 


z + A 




^ + ^ 


v 




0 


j 


中任意取一条直线 / A2 ,它的方向向量为〜： [ H -2 入 2 ), 过点 J / 2 (-又 2 ^,又 2 ^， 0),那么 
计算 

.W ((又1 - 又2 X & (又 2 + 又1 )^ 0 )-(\& V ^, _2 又 1 ) X ( A & V ^, _2 又 2 ) = 0 


所以 / Ai / A2 共面，又^不共线，那么可知众4 相交，又由 / Ai 4 的任意性，可得马鞍面异族的任 




又 , ％ 


意两条直母线必相交。 
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第三章常见曲面 


8 •证 明： 单叶双曲面同族中的任意3直母线都不平行于同一平亂 


证明： 单叶双曲面 


2 2 2 


a 1 b 1 c 1 


1的一个母线族为： 






x ? f 

—— h — + V 
a C ) 

卜冬 

b ) 


\ 


1 + Z 

v b 
r x 


0 


0 


\a c j 

其中， ^ 不全为零，那么 可设" 不为零，那么可求得该母线族的方向向量为： 


/ 

r t 〆 ) 

^ , V 

{ v 2 ^ 


a 

1 2 j 

1 ^ ) 

,2汐—— -c 

1+ 2 、 


V 


/ 


,考虑这个母线族的任意三个直母线 


\ h )，/ 2 (" 2 ， V 2 )，/ 3 (" 3 ， F 3 ) ,它们的方向向量为 


W ; 


/ 

r 

-if 

( 2 ^ 


a 

1 2 

，26 , c 

V • 

1 + ^7 


V 

L "/ J 


L j 

y 


，/.= 1,2,3 


那么 w x ^ w 1 - w 7> - Aabc 


^ 2 2 
^1 ^3 , V 2 V X 


^3 


2 2 
3 ^3 


2 2 2 2 2 2 

A^l /^3 /^2 /^1 /^3 /^2 /^1 /^2 /^2 /^3 /^3 /^1 


式 0 , 所 


以这个母线族中任意三条母线不平行 于同一 平面。 


同理可证明另一族直线 






— + — 
a CJ 

\, y - 

b 


v 


， _ Z 、 


1 


b 


v 


r X z 、 


\a c ) 


0 


0 


9. 证明：单叶双曲面同族的两輯母 线异亂 


证明： 单叶双曲面 


2 2 2 
尤.少 z 


a 1 b 1 c 1 


1的两个母线族为 






\ 




1- 


y_ 

—b 




首先考虑 I 族中的母线，该族母线的方向向量为： 


+ i 

f 1 + Z 、 

= 0 


( X z 、 
—+ — 

+ V 


V bj 

,II = < 


/ 

+ V 

X 

z 

= 0 


r l+ z ) 

+ V 



C ) 



K k ) 

\ 


/ _ z N 


1 


b 


\ 


x z 
a c ) 


0 


0 


( 


_ , V 

{ v 2 ^ 


a 

1 Ai 2 J 

，2 汐一 -c 

1+2 , 
l ^ ) 


V 


/ 


,任取两条同 
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第三章常见曲面 


族的母线，它们的方向向量为义 a 1 — — ^ ， lb 丄 ， -c 1 + ^ 

I I "/ 


，/ = 1,2 ，令 z = 0 可求得两 


V . . y / 

1丄 I -」 


条直线上的两点^//(七 .，义 .)=a ——, /=1 , 2 ，计算 


1 +六 1 + 4 

芦/ 乂 


q x " 2 . { M x - M 2 )= labc — - — 关 0 

V /^i /^2 y 


那么 I 族中的任意两条母线异面，同样可讨论 II 族中的母线。 


10. 证明：单叶双曲面异族的两条直母线共面。 

2 2 2 

证明： 单叶双曲面 ^ + ^-^ = 1 的两个母线族为 

a b c 


a c ) \ b 


"1 -斗 f 」 

V b J \ a c 


尤 z t y 

/Ll - 1 -+ V 1 - 

c ) \ b , 

L y \ z 

JLl 1 H -+ V - 

b ) \ a c 


在两组直线族中任取两条直线： 


\ / \ 

^ + ^ UJl + ^ =0 


a c 


.y [ x z \ ^ 

/ij 1 -+ - = 0 

b ) \a c ) 




a c 


b ) \ a c 


只要证明以上四个平面交 于一点 即可。 


/ u { —+ — + v x 1 + — 

c ) V b y 

f \ f 、 

考虑 j / i ] 1 -+ V \ - 

V b ) \a c y 

•r z ) f y 

"2 - + - +^2 

\ a c b 


0 , 解得 


~^1 - v \ 
2 k"i 

y _ 

—b 

2 2 


! a ^ i 2 ~ n 2 v \^\ - v 2^2 

- Yiti 

^1^2 +^1^2 

(■•2 , 


1^1 +^1 

2 n"i 


^ 1^2 + ^ 1^2 


\ f 

代入芦 2 1 + - + v 2 --- = 0 化简可得等式成立，那么两组直线族中任取两条直线交 于一点 ，则 
b ) \a c 


命题得证。 


11. 求马鞍面的 IESH 職的交点職 


83 



第三章常见曲面 


2 2 

解：设马鞍面方程为： f 一一 — = 2 z ,由第六题可知马鞍面同族直母线异面，由第七题可知异族两直 

p q 

母线必相交，所以正交的直母线为异 族的。 

要求两族直线的交点那么联立两族直线可得： 




X 

少 

+ 2 A 0 


/ 

N 

Z + 又 2 


/ 

Iv / 7 

\ 

V^J 

X 

f 

+ 2 A l 

[ 4 ^ 






2" + A, 


/ 、 
^ y 


V 




( 1 ) 


0 ( 2 ) 


(3) 


0 (4) 


j 


IP 么可角 ¥ 得 ： z = 2^ A 2 = -^ - A 2 ，-^ = A 2 _ \ …… (5) 

V / 7 如 

由两族直线的方程可解得它们的方向向量分别为 ： h : ) , v 2 

由它们正交可得： 

(V^ ， -V^, _2 ； 0. (v^, V^, _2 几 2 ) = o 

即 7+ 4 AjA 2 = 0. 

所以把 （ 5) 消去中的参数消去可得马鞍面的正交直母线的交点轨迹为： 


2 2 
^ y 


p q 


q_ p 


z 


q 


2 


12. 给雜咖曲面 







[ a , /?, c > 0 ) 


求经过^上一点 少。， 々)， 沿方向的直线 是 i 的直母线的 条件； 由此 证明： 经过^上 
点怡额雜職 • 

证明：过点 J / oh , 少。， z 。) ，方向为的直线为： 
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第三章常见曲面 


x = x 0 + A ? 

< 产少 0 +乃 
z - z ^-\- Zt 

要使得它为^的直母线，那么它要与^有无穷多个交点，把它和^方程联立可解得 

[x^Xt) 1 ( (少 0 +功 2 U + Zt l _ ! 

考虑到 J/o ( x ^ ，& ) 在^上，所以化简可得： 


4+妥4卜 


2 + 2辱+鸟 

a b 



/=0 


要使得直线在 y 上，那么上面关于/的方程要有无数多个解，所以必须以下条件成立 


Y 1 Z 1 




要求过的母线，解以上关于的方程，因为0 ,那么可令2 = C ,解 


2 之0少0 + x o 

cb a 


z 0 Yy^ 

上 __ l _ 


所以过 J/o (v 09 z 0 ) 恰有两个方向的直线是^的母线。 


13. 证明：单叶双曲面的每条直母线都与腰捕圆相交。 

2 2 2 

证明：考虑单叶双曲面 ^ + ^-^ = 1 的直线族 

a b c 



中的 任意一 条直线/ ,它与^ ^平面 的交点为： 
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第三章常见曲面 


解得：交点坐标为 



2 2 
T , y 


2 2 
^ + ^ = 1 


求 1 + ^ — 1 = 1与力^的交线为椭圆 ：\ 设 
a b c z =0 


(, ( 2 _ , 2 u ^ x y 

任取不全为零的"， 二 ^ va\[i - v P 0 都满足腰椭圆方程 + # = 1 , 那么由的 

vA ^ +y +y ) z = q 

任意性可得该直线族的任意 一条直 线都与腰椭圆 相交。 同样可证明单叶双曲面的另一族 直线。 所以命题成 
立。 


14. 设<，/ 2 是异面直线，它们都与 xOy 面相交，证明：与<，/ 2 都共面并且与尤(9少面平行的直线所组 




证明：设//与力^平面的交点为 J //，/= 1，2 ,不妨设原点 (9 是线段的中点，于是，可设 
J /^,0,0), J / 2 ( a ，0,0) ，设4的方向向量为 以〜， J 0,.， ]/,•)，/.= 1,2，设直线/与//共面且与^^平行, 
则/的方向向量为 v { a , P ,0) , 在/上任取一点 M ,{ x , y , z ) , 因为/与 /,. 共面，所以 


«. • v / xv =0,/= 1,2，即 -(; r - a }/# +少町 , = 0,/ = 1,2，消去 a ，/3 可 


za, -(x-a)y } za, - \x- a)y ? ,, 

得关于不少， z 的方程一^-^ = —^^,因为/ 19 / 2 异面，所以 

7Yi ~^Pi yYi ~ z Pi 


K {° hA ， h \ /= 1,2 不成比例，那么得到的是；少， z 的二次方程，这个曲面是由直线生成，那么它肯 
定是直纹面，可以验证它不是柱面，锥面，单叶双曲面，那 么它一 定是马鞍面。 


is . 设三/ 19 / 2 ,/ 3 mm 异面，且雜于同一平面 ,咖：与/”/ 2 ，/ 3 ms 交的趙腳成的曲面是 
马胺面 • 

证明：建立直角坐标系，使得4为 T 轴，过4与/ 2 平行的平面为 xOyWm , 4与/ 2 的公垂线为 Z 轴， 

那么4的方程为一 ———— ⑴ 

10 0 

设/ 2 过点山 Q (0,0, V )方向向量为 ( a , l ，0) ,那么/ 2 的方程为 - = - = f 二 Z …… (2) 

a 1 0 

设/ 3 的方向向量为 v 3 0, l , O ) ,设/ 3 与工<9少平面的交点为 J / 3 p ,0 ，W ,那么/ 3 的方程为 
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第三章常见曲面 


X-c V z-h 



设直线 I 与 I ' 交于点4 (又， 0,0) ,与/ 2 交于点4 (% , u 2 ^ c /) ，与/ 3 交于点 木 {^\，州2， A ，贝! J /的 
方向向量为 - X ^ u 2 , d ) , 也为(叫 - X , w 2 , ft ) , 从而 

k{u x - ?i,u 2 ,c/)= (w^ - 又， w 2 ,d) …… (4) 

t T h … aid-h) n cda d- h n cd 

那么 ^ , 由 (1)(2)(3)(4) 可解得 = —-7- rA -r- x / U 2 — x A ——r \ / 

d h\b - a) h\b - a) h\b - a) h\b - a) 

那么 / 的方程为 =— =-,消去又可得/上的点满足的方程为 
U \ _ A d 

r \ 

dxz-a x y- a^z-a^z 

d 1 h\b- a\ ad 1 - dbh cda _ _ ■—■一 

其中，—— ) -. a 1 = —— —— /5 a 3 = - T-r , 这个曲面是由直线生成，那么它肯定 
d - h- cd a- h- cd h\b - a) 

是直纹面，可以验证它不是柱面，锥面，单叶双曲面，那 么它一 定是马鞍面。 
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第四章坐标变换 


习题 4.1 


1. 对平行四边形取仿射坐标系 I 为 II 为 p ^6；及求 I 到 II 的点的坐标 
級公式 • 并 a 求 4 D »^ 5 hm 坐标 n ii 坐标。 

解：设平行四边形 ABCD 的边长为 AB 二 a ， BC 二 b , 那么在坐标系 I 中， A ， B ， C，D 点的坐标分 


别为: (0,0)，( a ，0)，( a ，4(0， A ) ，向量 WC ； %的坐标分别为: [ a , b \{- a , b ) ,那么 I 到 II 的点的 

[ x - ax - ay a [ x - ax - ay 

坐标变换公式为：] 7 , , , 7 , 向量变换公式为：] 7 , , , o 

yy = bx + by — b [y = bx + by 


WaA ， D ， AB , AD , 挪的 I 坐标分别为： （0,0)，(0, 4 ( a ,0)，(0, 4 [ a - b \ 


II 坐标为 ：（ - 1,0), 


[b , b \ 

( 

a 

\ 

a 

[b b \ 


,2 r 

~2 / 

,2 ? 2； 


a 七 b b-a 


2 


2 


2 • 免 ABCDEF % 放観 t 取仿射坐标系 I 为 [4 , II 为吟及?,求 I 到 II 的点 


的坐标菊》公式和向公式 • 求 6 F ， BEm 坐标和 II 坐标。 

解：设 ABCDEF ' 槪％ 1 ,那么 A 万,，在 I 中的坐标为 (2,2), (1,0)， (0,1) ,那么 DB , ^在 I 中 

{ _ ^ 2 , + 2 
尤—少，，向量变 

y = ~2 x -y +2 

[ x = -x - 2 y 
换公式为 ： J ^ , 

由于 6； A 的 I 坐标分别为：（ 2 ,1)，(1, 2 ),那么^；豆的1坐标分别为： (-2,0), (0,2) ; II 坐标为: 


「2 4) 

f 4 2) 


{l，;J 


3. 设仿射坐标系 I 到 II 的点的坐标变换公式为： 

\ x ~ ~y + 3 

\ y ^ x -2 

(1) 求 II 的原点的 I 坐标， II 的基向屋的 I 坐标； 求 I 的原点的 II 坐标，1的基向屋的 II 
坐标； 
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第四章坐标变换 


(2) 求直线 < ：2^-^ + 1 = 0 在坐标系 II 中的方程； 


(3) msst / 2 : 3y + 2 / — 5 = 0 中的方程。 


解：仿射坐标系 I 到 II 的点的坐标变换公式为 ： | x _ Of — 少+ 3 ,仿射坐标系 H 到 I 的点的坐标变 

U = y + oy-2 


x - 0 x + y -\- 2 

换公式为： 

U =-尤+0少+3 

( 1 ) II 的原点的 I 坐标为 (3-2) , II 的基向量< ^的 I 坐标为(0，1)， (-1,0) ;求 I 的原点的 II 坐标 
为(2,3) , 1的基向量4,4的11坐标为(0，_1)，(1，0); 

(2) 直线 2:- 少+1 = 0在坐标系 II 中的方 程为： 2( - y + 3)-( y -2) + l = 0 ，化简为 


- y -2/ + 9 = 0 

( 3 ) 求直线/ 2 : 3/ + 2少 '— 5 = 0 在坐标系 I 中的方程为 ： 3(少 +2)+2( — ^*+ 3) — 5 = 0 化简为 


— 2 x + +7 = 0 


习题 4.3 

1 • 在直角坐标系中，以直线/: 3少+12 = 0为新坐标系的大轴，取通过点 ^(1,—3) 且垂直 

于/的直线为少'轴，写出点的坐标变换 公式； 并求直线^ :3^-2 j /+5 = 0 在新坐标系中的方程。 


解：过点义1, 一 3) 且垂直于/的直线为：3义+4少+9 = 0 ,它与/的交点为 (一 3,0) ,为新坐标系中的 


原点，/: 4尤 一 3少+12 = 0与原坐标系中的 x 轴的夹角满足 tan 0 = 


4 



,那么从旧坐标系到新坐标系 


的点的坐标变换公式为： 





l x \ 3 x — 2少+ 5 = 0在亲斤坐标系中的方程为： V — 18少 ' + 20 = 0 

2 . 设 y 轴和 y 轴在臞廑角坐标系中的方程分別为： 

12 x ~ 5 jy — 2 = 0^5 x + 12 jy — 29 = 0 
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写出点的坐标变换公式, • 并且求点/一 2 , o ) 的新 坐标。 设某椭圆的长轴和短轴分別在 y 轴和/轴上， 


其长 • 短半轴的长分別为 3,2 • 求这个 ffi 圆在原坐标系中的方種。 

解： 12 尤一 5 少一 2 = 0,5 尤 +12 少一 29 = 0的交点为： (1,2) ,大和义的夹角满足 tan0 


12 


，那 


f 


么从旧坐标系到新坐标系的点的坐标变换公式为： 


x 


12 

13 "13 

12 5 




13 13 




T 


+ 


\ y ) 


A 


,所以 




f 


v 


5 

13 

12) 

13 

fx-l^ 



12 

5 

^~ 2 J 




l3y 





，那么点4- 2,0) 的新坐标为(一 3,2) ，长轴和短轴分别在/轴和/轴 


y 2 v f2 

上，其长，短半轴的长分别为3,2的椭圆在新坐标系中的方程为：—— + — = 1 ,那么它在原坐标系中 

9 4 

的方程为：1296 尤 2 +801 少 2 — 1592^*— 2604^f— 600 xjy — 2684 = 0 


3. 如果坐标系 I 和 II 都是右手直角坐标系，且 II 的原点"的 I 坐标是 (1,2) , A 到<的转角是要 


求 I 的臞点 o 的 II 坐标以 a 憲线/: 尤一少 = 1 在 II 中的方程, 

解：由 已知条件可知从 I 到 II 的点的坐标变换公式为： 


X 


⑽工 -s〆 


f 


. K K 

sm — cos — 


v 




rn 


+ 




A 


j 


VP 


V 


2 

a/3 1 

~Y 2 


2 


x 


+ 


2 


j 


f 


那么 


2 


v 


2 

V3 1 

T " 2 


fx - l ^ 

= 


，那么 i 的原点 a 的 ii 坐标为 

r 1 V 3 ? ^ ll 

J_ 2 J 


v/J 


l 2 2 J 


j 


/: 尤一少 =1 在 II 中的方程为(1-士>'-(1 + ^}/-4 = 0 


• 作直角坐标变换，已知点 46, -5),^(1,-4) 的新坐标分別为 (1,-3),(0,2) ,求点的坐标变换公式《 





r cosd - sinO ^ 



’ a 、 

解 ：设原坐标系到新坐标系的点的坐标变换公式为： 

、少 j 

— 

、 sin 0 cos 6 y 


+ 

K b J 


，把4万 


两点的新旧坐标代入上面公式可得： 
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〔6、 


’ COS 0 

_ 

sin 0 Y 




v sin 0 

COS 0 人 


37 


-62 


. 12 

解得 a 二 

: 'b 二 

, sm 0 = 


13 


13 


13 


f 5 

12) 

/ - \ 


f 37 、 



13 

— n 


-1- 

n 



12 

5 



-62 


vl 3 

13 J 



l 13 ) 




3 


，cos 


+ 


a 

b 


/ 1 \ 


和 


4 


cos0 -sin0Y 0 


sin 6 cos 6 


2 


+ 


a 

b 


13 


, 那么原坐标系到新坐标系的点的坐标变换公式为 


5 • 在直角坐标系 你 少中，已知三点 j (2, l ),1,2), 6(1-3) ,如果将坐标原点移到汐点，并且坐标 


轴旋转角度 a 




arg tan — 


. 求点的坐标变换公式，并且求4戎 C 在新坐标系中的 坐标。 




解：由题意可知点的坐标变换公式为： 


x 


4 


3 




5 5 

3 4 


x 

U 7 


-1 

2 


,那么有： 


f 


v 



5 5 

j 


4 3 、 

5 5 

’尤 + i 、 


r 

3 4 

^~ 2 j 


v/y 


f 


把4 C 坐标代入上式可得它们在新坐标系中的坐标分 别为： 


9 13 


,(0,0), 


f 


v 


7 26 




J 


6 . 麵日坐标系都是右手直角坐标系，坐标鄉公式为： 


( 1 ) 


V2 , V2 f c 

x = - x H - y +5 

2 2 

D , 2 

y^-— x +—^ ~ 3 


( 2 ) 


尤’=-少+3 

y = x -2 


~ 2 2 

其中(不少 W ，/) 分別表示同 一个点 的旧坐标与新坐标，求新坐标系的原点的旧坐标，并且求坐标轴旋 
转的角 

解： （ 1 ) 新坐标系的原点为： ( y ,/)= (0,0) ,代入变换公式可得： [ x , y ) = (5-3) 即为新坐标系原 


f 


点的就坐标。因为 


cos 6 -sin 6 
sin 6 cos 6 


j 


V 2 且' 
~Y 
4~i 


2 

ri 


V 


2 2 


, 所以 0 


5 n 

T 


j 


( 2 ) 坐标变换公式可化为 ^_ 少, +• 新坐标系的原点为： { x \ y )= ( o , o ) ,代入变换公式 可得: 

y^-x +3 
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[ x , y ] = (2,3)即为新坐标系原点的就坐标。因为 


’COS0 

-sin0 、 


r 0 1 、 

, sin 6 

cos 6 ) 


、一 1 0 ; 


,所以0 = 


3 n 

o 

2 


7. 已 知一曲 线在给定的右手直角坐标系中的方 程为： 

y - 4 x 2 -8^*+ 5 

试作一直角坐标变换，使这条曲线的新方程中不含有 X 的一次坂以及常数顼，并且作亂 


:曲线方程可化为： 少_1 = 4(尤_1) 2 ,那么可以作直角变换 


x = x 
少=/ + 1 


的原点移到(1，1)这点，并且坐标轴不动，这个曲线在新坐标系中的方程是少' 




,这个变换是把原坐标系 

4 y 2 它是抛物线。 


8 . 求分式线性函数 

2 x -\- 3 

少二- 

x+4 

的圇像，并且绘 B 。 

解： 该函数可化为少_ 2 = ,作直角变换1 X _ I , 1 ,这个变换是把原坐标系的原点移到 

1+4 U = / + 2 

4,2) 这点，并且坐标轴不动，那么这个函数在新坐标系中的方程是少 ' = 4。它是以/，少'轴为渐 
近线的等轴双曲线。 


9 • 在右手直角坐标系 你少 中，设 H « 物线的对称轴是： y - z = 0 ，顶点是 (4,2) ，焦点是 (2,0) • 


求它的 方程。 

IK ： 因为顶点 (4,2) 在对称轴上，那么代入对称轴方程可得: z = 2 0 pJiS ^- y - z = 0 为新坐标系的 
尤轴，方向指向右上方，顶点 (4,2) 为新坐标系的原点，过原点垂直于 I - 少 一 0 的直线为 少轴 ，方 


向指向左上方，建立右手直角坐标系。因为新坐标系的义轴与旧坐标系的 T 轴的夹角0满足 tan 0 =1 , 
那么从旧坐标系到新坐标系的坐标变换公式为： 




r V2 V2 ] 

/ - N 



那么可解出 

2 2 
V 2 V 2 

1-4、 

^~ 2 J 

— 

/ r \ 

X 1 

，即 < 


l 2 2 ) 





V 2 

2 

V 2 

2 


{ x ^ y -6) 

、-少 + 2) 


⑴ 
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由于所求抛物线在新坐标系中的方程为：少 ' 2 = -8V2y …… (2) 

由 (1)(2) 可得 : X 2 - 2砂+12尤+ 20少 一 92 = 0为所求抛物线在旧坐标系中的方程。 


10. 已知一条抛物线的准线的方程为又- 少 + 2 = 0 ,焦点为 ^(2,0), 求这个抛物线 方程❶ 

解：由拋物线的准线和焦点可知拋物线的顶点为 (1,1) ， 那么可令少=^•为新坐标系的 T 轴， (1,1) 为新坐 


标系的原点，新坐标系的少轴垂直 于尤轴 且与尤轴满足右手坐 标系。 那么抛物线在新坐标系中的方程为: 
y 2 = -4V2/ ,从坐标系I到新坐标系II的坐标变换公式为： 





= 一 4^/^/可得原坐标系中的抛物线方 程为： 


+ ^xy _ 12^r + Ay +4 = 0 


11 • 在右手直角坐标系少中，已知一个捕圆的长轴和短轴分別在直线 < : t + 少 =0 和 
/ 2 :尤一少+ 1 = 0上，并且这个捕圆的半轴长为 a = 2,6 = l ，求这个檷圆的方程 0 

( 11、 

解：因为直线/丨：尤十少= 0和/ 2 :尤一少+1 = 0的交点可求得为 — ， 一 ，那么设 

2 2 ； 


( 1 n 

4 :义-少+1 = 0为新坐标系的 T 轴，方向指向右上方，-一，一为新坐标系的原点，/丨：尤+少=0 

、 2 2 / 


为少轴，方向指向左上方，建立右手直角坐标系。因为新坐标系的尤轴与旧坐标系的尤轴的夹角0满足 
tan0 = l ,那么从旧坐标系到新坐标系的坐标变换公式为： 
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r V2 V2 ] 

( O 

X H - 

( j \ 

那么可解出 

2 2 
V 2 V 2 

1 2 2 ) 

2 

1 

y — 

1 2； 

二 ，/即 < 

yy ) 




y 




2 


.⑴ 


2 


: -1+ 少 -1) 


W 2 r ,2 

由于所求抛物线在新坐标系中的方程为：^- +—— 


4 


( 2 ) 


由 (1)(2) 可得: 5^ 2 +5/+ 6 砂 + 2 x - 2 少 - 7 = 0为所求椭圆在旧坐标系中的方程。 


12 • 在右手直角坐标系 少中， 求经过点^ - 2,-1), 万 (0, - 2) ,并且长轴和短轴分别在直线 

< :尤一少 +1 = 0和/ 2 :尤+少 +1 = 0上的梅圆方程。 

解： 因为直线4 -少 +1 = 0和/ 2 :尤+少 +1 = 0的交点可求得为 (-1,0) ,那么设 
l x \X- 少 +1 = 0为新坐标系的尤轴，方向指向右上方， (一1,0) 为新坐标系的原点，/ 2 :尤+少 +1 = 0 


为少轴，方向指向左上方，建立右手直角坐标系。因为新坐标系的尤轴与旧坐标系的尤轴的夹角0满足 
tan 0 = l ,那么从旧坐标系到新坐标系的坐标变换公式为： 

(4 i ^ 


X 


2 2 

V2 V2 


v 


2 2 






+ 




I0v 




f 


那么可解出 


V 2 ^ 
~2~ ~Y 
V2 V2 


v 


2 2 


’尤+1、 







即 




1’ = 警(1+7+1) 


( 1 ) 


y 2 v f2 

由于所求拋物线在新坐标系中的方程为： 1 + / 


a 


2 


b 1 


( 2 ) 


由⑴ (2) 可得： (七+ ― 々. - 1 ) - + (: X - +;^ 1 ) _ = 2，由于椭圆过点 2,-1), 万 (0,-2) ，那么可解得 


a 


b 1 


a 1 = 2, b 2 =6 , 那么所求椭圆在旧坐标系中的方程为： 


+ xy + 2 x + y ― 2 = 0. 


13. 在右手直角坐标系 I 中，设两直线 4 : 
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+ C t = 0 ,/= 1,2 

互 相垂直，取 < ， / 2 为右 手直角 坐标系 II 的 Oy \ 办 '轴 ，试求 II 到 I 的点的坐織换公式。 

解：设点的 I 坐标为 [ x , y ) , II 坐标为(^ ， 少%因为/| ， / 2 为右手直角坐标系 II 的 Oy \ Ox $S , 
那么在坐标系 I 中，点 J /到/丨 的距离就等于在 II 中的/坐标，若4尤+4少+6； >0 , WaM 
在< 的右侧在 II 中的/坐标应取负值，反之应取正值；点』/到/ 2 的距离就等于在 II 中的/坐 
标，若 式少 + c 2 > o , 那么^/在/ 2 的右侧 j / 在 ii 中的 y 坐标应取正值，反之应取负值，所 


以有： 


Ul + B l 
Ul^ B l 


\ A x x -\- B x y -\- Cy ) 
(^2 t ^2) 


为 ii 到 i 的点的坐标变换公式。 


习题 4.4 


1 •设为四面体 • Z , J /， #依次蜃的三边 i ?, BC,CA 的中点，取 

如设承司 I 如 

( 1 ) 求 I 到 II 的点的坐标变换公式和向置的坐标变换公式，再求 II 到 I 的点的坐标变换公式和向置的坐 
ism 公式 ; 

(2) 求4 戎 6^,^的11坐标。 

解： （ 1 ) 在 I 中，点 4 及 c 的坐标为: (1,0,0)，(0,1,0)， (0,0,1) ,那么点 a J /, 靠 I 中的坐标为 


“0,0, mi 

[2 2 八2 2八2 

坐标变换公式一样，都为： 




,两个坐标系的原点相同，那么 I 到 II 的点的坐标变换公式和向量的 


1 0 I 




2 2 

/ ，入 
X 



1 1 A 

» 

y 

— 

—— 0 

r 

y 



2 2 


, z ) 


. 1 1 

U J 


0 -- 


2 2 J 


II 到 I 的点的坐标变换公式和向量的坐标变换公式为： 
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- 0 

2 

2 2 

0 - 



2 

0 




即： 




n 

1 

- 1 〕 

/ \ 

X 

r 

y 

— 

-1 

1 

1 

y 



1 

-1 

1 , 

，么， 


(2) 因为点4戎 c 的 I 坐标为:(1，0,0)，(0，1，0)，(0,0，1),由 II 到 I 的点的坐标变换公式可得点 
4 W 的 II 坐标为：(1，-1，1)，(1，1，-1)，(-1，1，1),那么]^的 II 坐标为: (0,2-2), (-2,2,0) 


2. 设 1 吆 16^ 3 ],11[^/;4 ， ‘4] 都是右手直角坐标系 , 已知 0 的坐标是 (2,1 ， 2), < 与 "(9 同 


向， Oy ' tm 办轴交于点^0,9,0) , 4与~同向，求 I 到 II 的点的坐标 30 ft 公式 • 

解：由题意可得在 I 中，的坐标是 (2,1,2) , <与&同向，那么<与向量 (一2,-1,-2) 重合，所 


( 2 \ 1 \ 

以 < 的 I 坐标为 一一 ， —— ， 一一 
y 3 3 3 J 


4与似同向，那么<与向量2,8, -2) 重合，那么< I 坐标为 


f 


v 


a/2 2V2 V2 




6 


6 




<的方向与 < < 垂直，那么计算 x ^； = (9,0-9) ,那么< I 坐标为 



v 


2 



,所以 I 到 II 的点的坐标变换公式为： 



3. 在右手直角坐标系 I[Q 。 ] 中 , B 给三个巨相垂直的平面 

n x : x-\- y-\- z-\ = 0,n 2 : x-z-\-\ = 0,n 3 : x-2y+ z+2 = 0, 

确定新的坐标系 ll[0'\e[,e 2 ,e 3 ] 使得分別为 yOz\ z Ox\ xOy 坐标面，且 (9 在新坐标 
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系的第4限内，求 I 到 II 的点的坐标变换公式。 

解: W \ mn x n 2 n , 分别为 y Oz \ z f Ox\x Oy mm , 那么只要 

x - k x [ x -\- y -\- z -]) = 0 ,y = k 2 [ x - z -\-\)= 0 ,y = / c 3 {x - 2 y z + 2) = 0, 


那么々 i =±—p •，/ f 2 =±- pr ，々 3 =± 




4 i 


a /6 


那么从 I 到 II 的点的坐标变换公式为 



r 丄 1 

1 

,1 ) 


r 1 ) 

’尤、 


了3 

+- 

—芯 

士- 

V 6 






1 

0 

2 

§ 


1 

y 

— 

土了3 

+ V 6 

/ 

t 

+ 


\ z j 


,1 

1 

+ 1 

\ z j 


2 


+—— 

1 V 3 


_ V 6 y 




要使得 o 在新坐标系的 第一挂 限内，那么就要使得 a 在原坐标系的第三挂限内，即当 x f =y = z=o 


时，尤 < 0,少 < 0, z < 0 ,那么从 I 到 II 的点的坐标变换公式为： 



r 1 

1 

i ) 


r 1) 

’ 尤、 




J ~6 






1 

0 

2 

f 


1 

y 

= 

1 

V 6 

y 

f 

+ 

V2 

k z j 


1 

1 

1 

\ z j 


2 




V 6 y 


1 v^J 


4 . 在右手憲角坐标系中，曲面 J 的方程为 


( 1 ) (2 尤 + 少 +z) 2 - [x-y-zf - y-z 

(2) — 25 少 2 +16z 2 — 24^tz + 80^r— 602" = 0 


试判断 JstHua 面？ 

解： （ l ) 作直角坐标变换： 



-j=(2x^r y+ z) 




那么曲面^变为： 6 x 2 -3/ 2 = V 2/ , 则它是马鞍面。 
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(2) 为了消去交叉项，我们可以先作直角变换： 

X - 臺 (4 r ’-3 z ) 

<少=/ 

z= ^(3y+4y) 

那么原方程变为： 一 25/ + 25? + 28 尤 一 96 z = 0 
配方可看出该曲面是马鞍面。 


5 . 画出不列曲面的简圓，这酱曲面在右手憲角坐标系中的方程分 別为: 


( 1 ) 


x y , ? ? ? 

-1- h ^ — l ^(2 )x + + y + z 

4 9 


=1 ;( 3) z-xy ;(4) z = xy - x - y -2. 


6 . 设1^' 1 ，6111^»^都是夹角为仍的同定向的斜角坐标系（即^ / | = |<| = 1，/=1,2; 

< e x , e 2 >=< <，< >= 0)), 且 e 到 < 的转角为 f , 求順的 点的坐職换公式。 


f 


由于 I 和 II 的原点相同，< < 在 I 中的坐标分别为 


-COtO), 


V 


sm co 




, cot CO 


sm co 


那么 


I 到 II 的点的坐标变换公式为 


/ 1 \ 


/ \ 

-COtO) 

jl 

/ # \ 


_ 

sin co 

y 

JO 


1 

1 m 

cot co 

v/y 


7. 已知 e 丄 r , e =1 ，将 r 绕 e 右旋角度汐得!^，试用 e , r ,0 表示 r lc 

解： p 在 r , ex I •所确定的平面上， r ， exr 垂直，[和!*的角为0，那么 

r t = (cos 0 )r + (sin 0 )e x r 


8 . 给定三点 (9,4 户 4 , 将户结似右旋角度 0 得到 A ，试用040户,0表示叱 • 


解：过 户作平面 7 T 与@垂直，设@与； T 交于点万，于是及尸绕@右旋角度0得到# ,那么利 


用上题结果可 得：两 = { cosd)OP 


+ 


OP.OA 


OA 


( l - cos 0)6^ 


+ 


sin 0 

OA 

OA 



乂 OP 。 
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9. 細手直角坐縣 I [ GA ， e 2 , e 3 ] 筋向弋1,1,1)右旋^ ,縣不动，得坐标系 II [^ U ;，4,4 


求 I 到 II 的点的坐标变换公式. 


. 71 


71 I e. - V ^ K 

—— -1 - - - I — me —— 


:利用上题结果，那么可求得 e = COS- 1- cos - F+ 


x e n i - 1,2,3 


由于 Kl ， l ， l ) % W 那 M + + 2 + 3 

2 1 2 

< =—A — — & + — a , 那么 I 到 II 的点的坐标变换公式为： 


2 2 

e \ + T^2 + T^3 ^ 


10. 在憲角坐标系中•若刀 9 少平面上的曲面 


2 2 

x + 2 a n xy -\- a 22 y + 2 a x x -\- 2 a 2 y ^~ a 0 =0 


@«1圆 （ 双曲线，抛物线），问二/次曲面 


z = a n x 2 + 2 a n xy + ct 21 y l -\- 2 a x x -\- 2 a 2 y -\- 

新幺曲面？ 

解：若曲面方程表示的是在力 9 少平面上的椭圆，那么可以通过转轴和移轴把它化为标准方程 


2 


y V y v 

— r +^ = i ,那么相应的二次曲面可化为： — r+^-i = ^ ,可令 y = z + i ,最后得 


t 1 


2 b 1 


y 2 v ， 2 

—+ ^- = / , 它是椭圆拋物面；同样当曲面方程表示的是在刀9少平面上的双曲线和拋物线时，二 
a b 

次曲面表示的是双曲抛物面和拋物柱面. 


11. 如果 


式0 


则曲面 


( a x xb x y -\- c x zf + ( a 2 x -\- b 2 y -\- c 2 zf + ( a 3 x +^ 3 j ^+ c 3 z \ 


^ ^ ^ 
A 4 A 

^A 
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c x |[ X 

c 2 y , 那么曲面可化 

c A z j 


第四章坐标变换 



新么曲面? 

解：因为 


X 2 + / 2 + y 2 = 1 ,它是椭球面. 


12. 证明： 在憲角坐标系中，顶点在臞点的二次锥面有三条互相垂廑的窳《»的充要条件蜃 


r u +^ 22 +^33 =0 


证明：所给的二次锥面的方程可写成0 ,其中 


a \2 

"13 

"22 

a Ti 

"23 

^^33 


"23 ，/=少 
a i Z 


作直角坐标变换，其中 t 7 是正交矩阵，则二次锥面在新坐标系中的方程为 


T / ( t / Jt)t = 0 ,用表示矩阵^的主对角线上元素之和，则 

Tr(^) = Tx(r AT) ……⑴ 

充分性.若 a i + a 22 + a 33 = 0 , 即 Tr(^) = 0 , 作直角坐标变换 X=TT , 把二次锥面方程化成标 
准方程： 

x ,2 y 2 z ,2 

— + 7^- — = ° ……( 2 ) 
a b c 


于是得4+4 


0 ,代入 （ 2 ) 中得 




x - It 

考虑直线/項/ ,代入 （ 3 ) 可得 
z - nt 


I 2 - n 1 m 1 -n 1 


2 / ~ Tl Jfl ~ ^ r， 

‘ 了 + 丁 =0 …… W 


L 为二次锥面的直母线当且仅当 / 2 的系数为零，即 


A 4 A 


^2 ^3 

A 4 A 


100 








第四章坐标变换 


/2 —1 …2 一 2 


2 


n m - n ^ 

+——^— = 0…… (5) 


a 


b 1 


那么/ =奶= " =1时 ， （ 5 ) 成立，因此过原点且方向为 (1,1,1) 的直线 A 是二次锥面5^勺_条直母线， 
下面求与 A 垂直的 另一条 直母线 Z 2 ，设求直母线的方向向量为，那么由两个母线厶 Z 2 
垂直可得 Z 1 + m + n ^0 ,那么 n 1 =/ 2 + m 2 + 2 Fm ，代入 （ 5 ) 可得 


-^ 2 -2^7 + -^-2^ = 0 ，令历, 


a 


b 1 


a 1 b 1 


, 可解得 / 满足二次方程 


af 1 + 2 / + 


b 1 


f 


a + 


b 1 ) 


0 ，可取/的一个 解：/ 


a 


- 1 + 1 - 


a 2 b 2 


v 


a + 


b 1 ) 


-\ 


j 


, 那么方向向 


量为 (/， m ', n ) 


f 


1 




f 


a, 


v 


a 1 — b 1 


, _ cc _ 


a 


七 b 1 


，其中 a 


a 


- 1 + 1 - 


a 2 b 2 


v 


a + 


b 1 ) 


-\ 


j 


且过原点 


的直线为所求直母线， 


下面求与厶 Z 2 垂直的另一条直母线 Z 3 ,把 A Z 2 做外积，可得一个向量 


f 


-a - 


2 ,2a + 1 


1 




v 


a 2 -\- b 2 


a 1 b 2 ' a 1 b 1 


— CL 


, 其中 a 


a 


f 


v 


1 + 1 


a 2 b 2 


-\ 


a 1 + 


b 1 ) 


，下证 


j 


明该向量即为所求向量，即该向量满足 （ 5 ), 把该向量代入 （ 5 ), 化简可得 a 的方程： 

9 / - -\ 

2 2 h 1 1 

a a + 2 a + 二 — 


a 1 + 


b 1 ) 1 


0 , 那么 a 


a 


2 


- 1 + 1 - 


a 1 ^ 


v 


a + 


b 1 ) 1 


满足方程，即以该向量我 


J 


方向向量，过原点的直线是^的直母线， 

那么我们找到了三条相互垂直的母线，充分性得证。 


必要性.以二次锥面 y 的三条互相垂直的直母线为新坐标系的 y 轴 y 轴/轴，设这个直角坐标变换 


公式为 i=zr ,则新坐标系中方程为 放 r ,因为新坐标为 


(1，0,0)，(0,1，0)， (0,0,1) 的 三 个点都在^上，所以得出^ 


11 ^22 


6 33 = 0 ,从而 


a w + a ii + a 33 = Tr(^) = Tr{r / Jr)= 0 


13. 设 < 和/ 2 是两条不垂直的异面直线，分別通过 < 和/ 2 作两个5相垂直的平面，证明交线的劫迹是单 
叶双曲面。 

证明：设4为坐标系的尤轴，过4且平行于/ 2 的平面为平面，那么可知4过原点且方向向量为 


101 





第四章坐标变换 


(1,0,0) ,可设设/ 2 过点 J /(0,0, a ) 方向向量为 ( AcO ) ,因为/丨/ 2 不垂直，那么 W 笑0 

若点少，4满足题设条件，那么^^与^决定的平面巧与^^与么决定的平面 tt 2 垂直，也 
就是说这两个平面的法向量的内积为零， n x 的法向量为 OM 0 x (1,0,0) = (0,— 少), tt 2 的法向量为 


MM 0 x { b , c ，0) = ( c { z - a )- b{z - a \ by - cx ) , 两者内积为零可知 J /。 (不少, z ) 满足方程: 


bz 1 - abz -\- by 1 - cxy - 0 ，即 6 


/ \ 2 

a 

z - 

V 2^ 




f 


y 


V 


c 

~lb 


x 


c 


J 


\b 


x 


ba ‘ 
1 


, 做仿射坐标变换 


x = x 


y 


c 


那么上式化为 w + v 2 


2 

^ y 2 


\b 


ba 1 

~Y 


, 那么它为单叶双曲面。 


z 


a 

z - 

2 


14 •设 ], ll[0\e[ ， 4 , <] 是有相同的原点的右手直角坐标系，则 I 到 II 的坐标变换可分 
三个粉贼宪成： 



x= x ,f cosy / -少 " siny / 

r tt m 

X - X 

(" 

少 = / siny /+ j / cosy / ( ii ) < 

/=/" cos 0-， sin 0 ( iii ) 


ft 

z-z 

z" = /" sin 0 + /" cos 0 


x = x coscp - sirup 
y ,r = x sin cp + y cos (p 

fff 1 

Z -T, 


莫中角称为 _ 角，它们荛全 M 定了 I 到 II 的坐标变換 • 出这三个阶段的坐 M 换蜃这么作 


的？角 (// ，备是哪个角？试9出用 y /， e ， cp 表示的 I 到 II 的点的坐标变換公式 • 

解： 首先，（丨）表示的变换是坐标系 I 的 z 轴不动，孓少轴绕 z 轴右旋角度 y / ，得到坐标系 r , 
di ) 表示的是坐标系 r 的尤轴不动，少， z 轴绕尤轴右旋角度0 ,得到坐标系 r , 


( iii ) 表示的变换是坐标系 r 的 z 轴不动，不少轴绕 z 轴右旋角度 p ，得到坐标系 II 。 


令 


’coscp cos ( psiny / + cos 9 cosy / sirup 
sirup -sin ( psiny / + cos 0 cos i // coscp 
, 0 - sin 0 cosy / 


sin ( psinO ^ 
cos sin 0 = A 


COS0 


由 （ i ) ( ii ) ( iii ) 公式可得 II 到 I 的点的坐标变换公式为： 
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由 j 的每一行元素的平分和等于1,每两行对应元素的乘积之和等于零，那么 j 为正交矩阵, 
那么用 y /， e ,( p 表示的 I 到 II 的点的坐标变换公式为： 
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第五章二次曲线方程的化简及其性质 


习题 5.1 


1. 通腿角坐織换确定下列二妨程表示的曲线的类型，職和咖，并且画 !!• 

(1)1 \x^ + 6-^^+ 3少 2 — 12^ t * _ 12少一12 = 0 ,* 

( 2 ) 5 X 1 +12^-22^-12^-19 = 0 ; 

(3) x 1 - 2 xy + y 2 - 10 x - 6 j ^+25 = 0 ; 

( 4 ) 3 X 1 + Axy + 2 y 2 + 8; r + 4 少 + 6 = 0; 

( 5 ) ^ t * 2 + xy — 2 — 1 lx - j ^-\~28 = 0 ; 

( 6 ) 9 x ^ — 8 xjy + 24 少 2 - 32 x — 1+ 138 = 0; 

( 7 ) 6 X 1 +12#+ 少 2 - 36 x - 6 y = 0 ; 

( 8 ) Ax 1 - Axy -\- y 2 -2尤-14少+7 = 0 0 

11-3 4 \- t£ 2 d 1 1 

解 ：（1 ) 计算 ctg 26 — - =—= - - -，得發0 = — , _3 ,取贫0 = — , 0为锐角，则 

6 3 2 tgQ 3 3 


sin 6 


VlO 


， COS0 


抽 1 


所以 = a u + a n tgQ - 12,^22 = a n ~ a^tgO =1 , 


1 

r 3 1 ^ 

1 

^-24) 

a x 、 


Vio Vio 

〔 -6 、 


Vio 

\ a 2 J 


-1 3 

v~ 6 y 


-12 

\ 

LVio VioJ 

1 

iVioJ 


( 3 

-n 



a 0 = — —12 


做转轴 


x 


v 


曲线。 配方可得 6 


做移轴分=^ 


^0 

Vio 

l 

3 

Vio 

Vio 

f 

2 

6 x - 

V 

Vio 

2 

* 

- l ； — 


x 


A 


24 12 

后，得6 = 0,这个是摘圆型 


f 

y 


6 


、 2 


v 


Vio 


-12 = 0 , 


6 


,得到新方程为 6 x 2 + / 2 -12 = 0 ,这是个椭圆，总的坐 


Vio 


Vio 
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标变换公式为： 



广3 

-i ) 

( 

本 

2 ) 

1 


Vio 

Vio 

x - 

Vio 


1 

iVio 

3 

VioJ 

氺 

y - 

V 

6 


5 1 - /^ 2 0 2-3 ' 

2) 计算您 20= in '得妙 =?t ，取妙 =] 


sin 0 


2 


Vl 3 


， COS0 




所以 〆 ！ = a u + a n tgQ - 9, a 22 = a 22 - a n tgO - -4 , 


1 

^ 3 2 、 

1 

r _45] 

’a ;、 


Vl 3 Vl 3 

〔-11、 


Vl 3 

\ a i J 


-2 3 

k~ 6 J 


4 

1 

lVl 3 VnJ 

1 

iVnJ 


, a f Q = a 0 = —19 


f 


做转轴 


3 -2 




Vl 3 Vl 3 


00 


2 3 

v/y 

1 

iVn V13J 



/2 A .72 


后，得9, -4 少 


x 


Vl 3 Vl 3 


r 

y 




型 曲线。 配方可得 9 


2 / 


X 


v 


Vl 3 


4 


、 2 


f 

y 


V 


Vl 3 


-36 = 0 , 


做移轴分 =- r f 


,得到新方程为 9 x 2 -4/ 2 -36 


Vl 3 ? 


Vl 3 


的坐标变换公式为： 




厂 3 

-2 〕 

f 

氺 

5 ) 

1 



Vl 3 

Vl 3 

x - 

Vl 3 

K 少 J 


2 

iVn 

3 

VnJ 

* 

少 - 

V 

1 


K 


( 3 ) i -\- Mc / g 20 = 0 ，取 0 = y ,/^0 = l , 0 为锐角，则 sin 0 = cos 0 


所以 + a n tg 0 - 0, a 22 = a 12 - a n tgQ - 2 , 

W VT 

广- 5 〉 (- A 42 \ t 

, c/q — ci^ — 25 


’a ;、 


2 2 



r — 4 vr 

\ a 2 ) 


V2 V2 

v _3 y 




v 


2 2 


j 
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0 为锐角，则 


-19 = 0 ，这个是双曲 


0,这是个双曲线，总 


^2 

2 





第五章二次曲线方程的化简及其性质 


做转轴 



f 42 





2 

2 


、少 J 




v/y 

1 

1 2 

2 J 



后，得2/ 2 — 8 V 2 y + 2 V 2/ + 25 = 0 ,这个是抛物型曲线。 




配方可得2 


y 




\ 2 


V 


2 


872^ + 24 = 0 , 




做移轴分=^ 


3 \ f 2 

=/ + —,得到新方程为少 +2 _4^2/ = 0 ,这是个拋物线，总的坐标 

V 2 2 


变换公式为： 




r V2 

2 

2 

( 3 、 

本 J 

X +—pr 

V2 




4i 

* V2 



l 2 

2 J 

y 

V 2 ) 


3-2 1 1 - t2 2 G 

(4) 计算您 = = i ，得妙 


- 1 气 取妙一 - ㈣ 


4 


4 


0为锐角，贝 ! lsin 0 = ^ 


Vl 7-1 


’ ( Vi 7- i ) 2 + i 6 


,COS0 = c 


4 


17-1 +16 


戶斤以 < = a n + a n t = 3 + 2/, a 22 — ci 21 — a n t =2 — 2t , 


’a ;、 


(c s\ 

〔 4 、 


( 4(+ 

\ a i) 


K~ s c ) 



_ 4s + 2c ^ 


I C/q — C7q — 6 


做转轴 




(c 

-s\ 





c ) 



后，得 


(3 + 2/) x' 2 + (2 — 2/) 少 ' 2 + 2(4(+ Is^x' -\- 2(—4^+ 2c) 少 '— 6 = 0 , 这个是祁有圆型曲线。酉己方 


可得 (3 + 2/) 


f 


x 


V 


4c-\-2s 
3 + 2/ 


、 2 


+ ( 2 - 2 /) 


f 


j 


r 

y 


V 


-4^+ 2c 
2 - 2 / 


0 , 


j 


做移轴/ = y + 4 〔 +2 ' / = y + = 4 f \ 2c ，得到新方程为 (3 + 2/) y 2 +(2-2/)/ 2 =0 , 


3 + 2 / 


2 - 2 / 


f 


3 + 2/，2 - 2/ 同号，所以这是_个点，总的坐标变换公式为： 




(C 

-s\ 

K 少 J 



c ) 


x 


y 


V 


Ac-\-2s 
• 3 + 2/ 
-4s-\-2c 
2 - 2 / 
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2 

(5) 计算您 2 0 = 甲= 3 =赛，得妙=-3±氣取妙=/=#-3, 0 为锐 


角，则 sin 0 = ^ = — ^-~- 3 = , cos 0 二 c 


1 


lVlO-3) +1 


jVio-s' 


+ i 


所以 〆 1 = a u + a u tgd = 1 + /, ^22 = a 22 ~ a \ 2 妙 = -2 - / , 




(c s\ 

K a i) 


K~ s c ) 


〔11、 


厂 11 1 ) 



- c ——^ 

2 


2 2 

1 


11 1 

— 



l 2 ； 


1 2 2 ) 


a 0 = a 0 = 28 


做转轴 


fx^ 






^ c ) 

Jj 


后，得 


(i+/)y 2 +(-2-/)y 2 - 




方可得 ( i +/) 


X 


11 

t — C H -^ 

}_2 _ 2 _ 

2 1 + / 


fn 1 、 

t 

广 n 

1 ) 


X + 

一 

—c 

U 2 j 



2 J 

1 V 


r 

11 


/ + 28 = 0 ,这个是双曲型曲线。配 


v 


+ (- 2 -/) 




r 

y 


^ — J 11 — c 

\l _ 2 _ 

2 -1-t 


v 


0 


j 


做移轴 x* — x — 


11 1 11 1 

2 2 * , 1 2 2 

，少 =/+ 


得到新方程为 


2 1 + / 2 -1-t 

(1 + /)义* 2 +(-2-/)/ 2 -12 = 0 , 由于 l + /,_2 — / 异号，所以 这是一 对相交直线，总的坐标变换 


公式为： 




(c 

-s\ 




s J 


r 11 1、 

*12 2 

x + - — 


y 


V 


2 1 + / 

11 1 

t — s — C 

1_2 _ 2 _ 

2 -1-t 


9-24 15 1 - / f 2 0 1 1 

( 6 ) 计算 ctglQ - -= 一 =- ^―,得 tgQ - 一, -4 ,取 tgQ , 9 为锐角，则 

-8 8 2 tg 0 4 4 


sin 0 




， COS0 


4 


Vn ； 


所以 4 + a n tgG = 8, a 22 = a 22 - a n tg 6 = 25 # 
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1 

广 4 

1 〕 

i 

( -11\ 

’ a ;、 


VI 7 

VI 7 

，-16、 


Vn 

\ a 2 ) 


-1 

4 

v - 8 ； 


-16 

1 

lVl 7 

VnJ 

1 

iVnJ 


a 0 = — 138 


f 


做转轴 


4 -1 




Vl 7 Vl 7 




1 4 


! 

lVi 7 VnJ 



后，得 8 + 25少 


/2 , or -72 156 , 32 


X 


Vl 7 Vl 7 


/ + 138 = 0，这个是 


f 


椭圆型曲线。配方可得 8 


虚椭圆， 


9 


x 


V 


Vl 7 


f 


+ 25 




16 


v 


25Vl7 


+ 138- —-^ = 0 ，所以这是个 
17 425 


做移轴/ = - r f 


9 


初， 


16 ，得到新方程为 8/ 2 +25/ 2 +138-@-@ = 0 


VI7 


17 425 


总的坐标变换公式为： 


( 7 ) 计算 ctgW 



广 4 

-1 〕 

f * 9 ) 



Vl 7 

Vl 7 

X + - - 

Vl 7 

、少 J 


1 

lVl 7 

4 

VnJ 

,16 
卜 +#J 

6 - 

1 _ 

5 _1 

-， g 2 e 

，得您 0 = - 

12 

12 _ 

2t g e 


3 2 

，乃” i ' 0 为锐角，则 


sin 6 


2 


Vl 3 


， COS0 




所以 〆 i + a u tgQ = 10,^22 = a 22 ~ a n tg 0 = -3 , 


^2 


( 3 2 ) 

1 

〈-60、 

Vl 3 Vl 3 

，-18、 


Vl 3 

-2 3 

v ~ 3 ) 


-27 

lVl 3 VnJ 


lVl 3 y 


a o = a o 


0 


f 


做转轴 


X 


3 -2 


Vl 3 

2 


Vl 3 


v 


Vl 3 Vl 3 




线。配方可得 10 


6 


1 

j 

2 / 


后，得 IOj _ 3少 


,2 ..,2 120 . 54 


大+ - 7 = / = 0 ,这个是双曲型曲 


Vis Vis 




V 


Vl3 


3 




9 


、 2 


v 


Vl3 


117 

13~ 


0 , 
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做移轴分 = Y 


6 


9 117 

石， / ■■程 - 3, -- = 0, 所以顔个双曲 


线，总的坐标变换公式为： 


X 


( 3 

-2 〕 

f 

木 

6 ) 

1 

Vl 3 

Vl 3 

x - 

Vn 

2 

3 

* 

9 

lVl 3 

Vl 3 J 

V 



( 8 ) 计算 ctgie 


4-1 


\-t2 2 e 


-4 -4 2 tg 6 


/ 得發 0 = 2, — , 取贫 0 = 2 , 


e 为锐角，则 


sin 0 = -^= r ， cos 0 

V 5 


4~5' 


所以 〆 〗= a u + a n tgG = 0, a 21 = a 22 - a n tgQ - 5 , 




f 1 

2 ) 

1 

广 -15) 

4~5 

J ~5 

〔-1、 


4~5 

-2 

1 

，- 7 y 


-5 

lV 5 

V 5 j 


lV 5 y 


— C 7 q — 7 


做转轴 


X 


f 


可得 5 




r 1 

-2 

_ 4~5 

$ 

2 

1 

lV 5 

4~5 

1V 

30 


X 

u ’ 


后，得 5/ 2 -^ tY -^ j / + 7 = 0 ，这个是拋物型曲线。配方 


V5 V5 




v 


V5 J V5 


y + 6 = 0, 


做移轴 y ，/ 


4~5 


,得到新方程为 y 2 --^x =0 ,这是个拋物线，总的坐标变 


4~5 


换公式为： 


1 

r 1 -2 彳 

r * ^5) 



V5 V5 

X H - 

5 

K 少 J 


2 1 

* 1 

1, -A- 

1 

lV5 V 5 J 

少十厂 

{ V5j 


2. 给肪程 


2 ' 

B^y-\- + {^A^x-V B^y ) 


试经过适当坐标变方程化成标准形式，并 m 出此方程表示什幺曲线。 

解： 作直角坐标变换： 
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^ = -/-- 2 — -(^+ B xy ^ c x ) 

< 

/ = 1 ( J 2 x + B 2 y + C 2 ) 

{ V 4+4 

f2 f2 1 1 

则原方程可以化为 ~ + ~ = l ，其中 - ^^-== ，这是椭圆。 

又 " 

习题 5.2 


1. 判断下列二次曲线的类型，并且确定其形状。 

( 1 ) 6#+8少 2 -12尤-26少+11 = 0 

( 2 ) + ^ xy +— 8 ^r +4 = 0 

( 3 ) 5 x ^ + 8 xy + Sy ^ — 18^ r — 1 + 9 = 0 

(4 ) 5 X 1 -16#+ 29 少 2 + l ( br -34 少 + 9 = 0 
( 5 ) ^ + xy — 2 j ^ 2 — 1 \ x ~ y + 28 = 0 
( 6 ) 8^* 2 + Sxjy + — 6 x — 3 jy — 5 = 0 


解 ：（1) 解不变量 /! = + a 22 = 8,/ 2 


_ a \\ 
a \2 


a \2 

^22 


9,/ 3 


a w 

a \2 

a x 


a \2 

^22 

a 2 


a x 

=81 , 所以该曲 


线为双曲线，解特征方程又 2 -/A + / 2 =0可得又 i =9,又 2 =-1 ,所以方程可以化简为 


*2 . n . *2 , ^3 r\ nr. n . *2 . *2 


A x x + k 2 y 




0 ，即 9 广 一/ z -9 = 0 


( 2 ) 解不变 量/ = + a 22 = 2,/ 2 


^11 "12 

Cl^ 2 ^^22 



a \\ 

a \2 

a x 

= 0,/ 3 = 

a \2 

"22 

a 2 


a x 

a 2 

^0 


-16 ，所以该曲线为 


抛物线，所以方程可以化简为义/ 2 土 2 = 0 ,即/ 2 土 2 j 2 x = 0 


( 3 ) 解不变量 < =+ a 22 = 10，/ 2 


^11 "12 

2 ^^22 


9，/ 3 


^12 ^22 ^2 


-81 , 所以该曲线 


no 
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为椭圆，解特征方程又 2 又+ / 2 =0可得又 i =9，又 2 =1 ,所以方程可以化简为 


*2 . n . *2 , ^3 r\ on rv 一 *2 . . *2 


\x + k 2 y 


h 


0 ，即 9 广 +/ z -9 = 0 


( 4 ) 解不变量 < =+ a 22 = 34,/ 2 


a \\ 

a \2 

= 81，/ 3 = 

a \\ 

a \2 

a x 

a \2 

"22 

a 2 

a \2 

"22 


a x 

a 2 

^0 


324 , 所以该曲 


线为虚椭圆，解特征方程又 2 -/ 1 又+ / 2 =0可得又 12 =17±4^,所以方程可以化简为 


又'* 2 + 又 2 少* 2 +4 = 0 ,即(17 + 471^)分 2 +(17-4 VI ^) 少 * 2 +4 = 0 


h 


( 5 ) 解不变量< =+ a 22 = - l ，/ 2 


a n 

a \l 

= -^/ 3 = 

a \2 

^22 





0, 所以该曲线 


为一对相交直线，解特征方程又 2 -^a + / 2 =0可得 


-1 土# 


2 


,所以方程可以化简为 


*2 . n .*2 , A n „„ —丄丁 N/ivz 


A x x + k 2 y 


h 


0 , 即 


z !±^* 2+ z ^^/ +4 = 0 


2 


2 


( 6 ) 解不变量/ = + a 12 =10,/ 2 


^11 ^12 

2 ^?22 


o ，/ 3 


02 "22 "2 


0 , 解半不变量 


a n 

a x 

+ 

^22 

a 2 

_ -245 

a x 

^0 

^2 

a o 

4 


, 所以该曲线为一对平行直线，方程可以化简为 




*2,4 ^ 1八 —*2 245 




0，即10少 


40 


0 


2. 当又取 何值时，方程 


Ajt 2 + ^ xy + — Ax — 2 少 — 3 = 0 


解 


我一对趙？ 

:方程表示一 


对直线的充要条件是 


A 


^^11 ^^12 
^12 ^22 


A — 4 = 0, / 3 


02 "22 "2 
^^2 ^^0 


-4( A -4) = 0 


ill 





即又 = 4。 
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3. 按参 数又的 值讨论下列曲线的类型》 

( 1 ) ^1 + A 2 j + 少 2 ) — 4义*2又 (^ r +少) + 2 = 0 ; 

( 2 ) _ 4少 2 + 8少+ 3 + 2 A ( __ x _ 1) = 0。 


解：（1)解出/ 2 


Cl^ \ ^^12 

Cl^ 2 ^?22 


1 +又 2 -2 又 

-2 A 1 +又 2 


(1 -又 



a xx 

a \2 

a x 


2 

-2 

1 

所以当又=1时，/ 2 = 0 , / 3 = 

a \2 

"22 

^2 

— 

-2 

2 

1 


a x 

^2 

^0 


1 

1 

2 


-8^0 ,所以它是抛物线 


当又= -1 时，/ 2 = 0 , / 3 


2 2-1 

2 2-1 

-1 -1 2 


0 , K x 


2 -1 

-1 2 


+ 


2 -1 

-1 2 


4 > 0 ,所以 


它是抛物线； 

当又 2 式1 时，/ 2 >0，是祁有圆型曲线， / 1 = a ll + a 22 =2 (l + A 2 )>0 , 


A 


l + A 2 -2A A 
-2 A 1 + 又 2 A 

A A 2 


A 


2( l -2 A )( A 2 +2 A + l )( 第三列乘以 i , 把第三行留下 最后一 个元素 


按第三行展开 X 所以又 > — 且又关1时 ， / P / 3 异号，它是椭圆 ； A = —时，/ 3 = 0，它是 一个点 ; A <- 


且又矣 _1 时，/ 1? / 3 同号，它是虚椭圆。 


(2) 解出/ 2 


a n 

a \2 


1 

-2-2 A 

a \2 

a 22 


-2-2 A 

4 



1 -2 0 

所以当又= 0时，/ 2 =0 , / 3 = — 2 4 4 =-16 关0，所以它是拋 物线; 

0 4 3 


当又=_2时，/ 2 =0 , / 3 =0 ,名 >0，它是一对虚平行直线； 

当一 2 < 又 < 0时，/ 2 > 0 ,它是椭圆型曲线。当 _1 <又 < 0时，<,/ 3 异号，它是椭圆；当 
— 2<又<-1时，<,/ 3 同号，它是虚祁 有圆； 当又=_1时，/ 3 =0，它 是一个点； 

当又 <-2, A >0 时， / 2 <0 ，它是双曲型曲线。当又>1,0<又<1,又<-2时，/ 3 关0,它是 
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双曲线，•当 又=1 时，/ 3 =0，它是相交直线。 


4. 证明： 二次方程 （ 5.1) 表 S 5- 个圆的充要条 ftS < = 4/ 2 ，</ 3 < 0。 

证明：按照不变量方法，二次方程 （ 5.1) 表示一 个椭圆的充要条件是/ 2 > 0,/ p / 3 异号，且 （ 5.1) 可化 
简为 


\x* 2 + X 2 y 2 + — = 0 , ( * ) 

工1 


其中又 i ，又 2 是方程又 2 - /# + / 2 = 0的两个实根， 

而椭圆是圆的充要条件是 （*) 式中的又 i =又 2 ,所以有彳= 4/ 2 


5. 证明： =/次方程 （ 5.1) 表示等轴双曲线 3 KS 两条相互垂直的雖的充要条件是 < = 0 • 

证明：按照不变量方法，二次方程 （ 5.1) 表示双曲线或者一对相交直线的充要条件是/ 2 < 0 ,且 （ 5.1) 
可化简为 


\x 2 + X 2 y 2 + — = 0 , ( ” 

工1 


其中又 i ，又 2 是方程又 2 - /# + / 2 = 0的两个实根， 

而双曲线等轴和相交直线垂直的充要条件是又 i = _又 2 ,所以有 < = 0 


6. 设二/次方程 （ 5.1) 表示 一对平 行直线 • 证明： 这对平行直线间的距离为 


d 


4^ 




证明：按照不变量方法，二次方程 （ 5.1) 表示_对平行直线的充要条件是/ 2 = 0，/ 3 = 0,4 < 0 ,且 （ 5.1) 


可化简为 




h 


0 (*) 


且 （*) 式表示 的一对 平行直线间的距离为 V 


4^ 


A 


,而坐标变换不改变原图形的相对形状 


所以 y 


4 ^ 


A 


也是二次方程 （ 5.1) 表示的一对平行直线间的距离。 


113 









第五章二次曲线方程的化简及其性质 


(3) x 2 + 2 xy + j ^ 2 - 8 x +4 = 0 ; 

(4) 8 乂 + 2 少 2 — 6 尤 _ 3 少 — 5 = 0 0 


解：（1)求解 0(" ， u) = " 2 -3"u-1Ou 2 =O 可得它的两个渐近方 向是： (5,1)，(一2,1) ; 

(2) 求解 0(" ， u) = " 2 +"u-2u 2 =O 可得它的两个渐近方 向是： (1,1)， ( 一 2,1); 

(3) 求解 0(", u ) = " 2 +2 "u + u 2 =O 可得它只 有一个 渐近方 向是： ; 

(4) 求解 0("， u ) = 8" 2 + 8 ^iu + 2 u 2 =0 可得它只 有一个 渐近方向是： ( 一 1, 2) 。 


3. 求下列二/次曲线的对称中心。 

( 1 ) 5 ?+ Sxy + — 18 尤 - 18 少 +1 = 0 ; 

( 2 ) 2 jt 2 - Axy + +11 = 0 \ 

(3) Ax 1 + Axy -\- y 2 -\ 0 x - 5 y -\-6 = 0 ; 

(4) x — ^ xy + —3尤+2 少一11 = 0。 


F 二 _ 4 y — 9 — 0 

解 ： （ 1 ) 求解 j A _ V _ 9 — 0 ,可得 ( U ) 为该曲线的对称中心 

(2) 求解,可得 (一1,2) 为该曲线的对称中心； 

F x =^*+1 = 0 


(3 ) 求解 


F x - 4^*+2^- 5 = 0 
F x =j^+2x--^ = 0 


，可得 4 尤 + 2 少 一 5 = 0 为该曲线的中心直线 


(4) , 无解，所以该曲线无对称中心。 

F x = 少一尤 +1 = 0 


4•当又，"满足什么条件时 • 二次曲线 

X 1 + 6xy+ 又少 2 + 3^*+ lx y- 4 = 0 


( 1 ) 有睢一对称中心; 

(2) 没有娜中心； 

(3) 有一条中心直线❶ 
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( 2 ) 2j:j^-4x+2j^-3 = 0 ; 


第五章二次曲线方程的化简及其性质 


( 3 ) _ 4xjy + 4 少 2 — 5^r+6 = 0 o 

解 ：（ 1 ) 因为4=10,4 =9,/ 3 = -81 ,所以这是椭圆，解特征方程又 2 - KU + 9 = 0可得 


々=1，又 2 = 9 ,代替 


[ a n a n v = 0 

a l2 ju + ^ a 22 ~^)v = 0 


中的 $ , 解得 /^ l : v l = l :- l ^ 2 : v 2 = l:l , 它们都 


不是渐近方向，那么代入 "A + uA = 0 ,可解得两条对称轴的方程是： 


X- y -2 - 0 


( 2 ) 因为 < = 0，/ 2 = -1,/ 3 = -1 ,所以这是双曲线，解特征方程 A 2 -1 = 0可得又 i = 1,又 2 = -1 , 
( a u - t ) u -^- a^v = 0 

代替 r / 八中的 4 = i ： i ^2 ： ^2=- 1：1 ，它们都不是渐近方向，那 

a n ^i + { a 22 -^)v = 0 ' ~ 

么代入 "A + 叫 = 0 ,可解得两条对称轴的方程是： 


x + y -\ - 0，义_少+3 = 0 


( 3 ) 因为< = 5，/ 2 = 0，/ 3 = -25 ,所以这是拋物线，解特征方程又 2 -5 又= 0可得又 i = 0,又 2 = 5 , 
( a u - t ) u + a^v = 0 

代替 1 / 八中的4,解得" 1 4=2 : 1," 2: 。 2 =-1:2," 1: 1； 1 =2 : 1是渐近方 

a l2 ^i + ( a 22 -^)v = 0 - 一 

向，那么把" 2 : u 2 = — 1:2代入 "A + u $ = 0 ,可解得已条对称轴的方程是： 


x 


2y ~\ 


0 


2. 若+ 2 a n xy + a 22 y 2 + 叫 = 0表示捕圆赌双曲线，证明：对称轴是 

a l 2 (^-/)-( a u - a 22 ) xy =0 

证明：由于 -\-2 a n xy -\- a 22 y 2 + a 。 = 0表示橢圆或者双曲线，那么/ 2 = q 内 2 - q 2 2 关0 ,所以 
[ F ,- a u x + a ^ y - 0 

由乂 J ^只 有唯一 零解，可知曲线的对称中心为原点。 

\ F 2 - a n x -\- a 21 y - 0 
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设曲线的特征根是又 p a 2 ，那么代替 


(^ n - g )" + a n u = 0 

a l2 ^i + ( a 22 -^)v = 0 


中的^可解得相应的主方向是 


2 •(又1 _ 1 ) ， "1 2 •(又2 _ 1 )' 

由主方向可得曲线的对称轴方程 = 0 , a 12 J \+( A 2 - a n )/^ 2 =0 ,两式左端 


相乘可得 


(^ 12 ^ + (^ _ ^ 11 )^)(^ 12 ^ + (^2 _ ^ ll )^) 2 =0 ^ ) 


因为又 i ，又 2 是特征根，即为方程又 2 - /# + / 2 = 0的解，所以又 a = / 2 ，又 i +又 2 = <，代入 （* ) 

式化简可得 ^ 12^2 ^12 (-^ 2 ~ J ^ 2 ) ~ (^11 ~ ^22 ) - = 0 ' 所以 

a l 2 (^-/)-( a u - a 22 ) xy =0 


3. 若方程 （ 5.1) -条抛物线，证明：顶雜縣的充要条 # S : 

2 2 

a n a x + a n a 2 +2 a n a x a 2 =0, a 0 =0 

证明：拋物线 a n x 2 + 2 a n xy + a 12 y 2 + 2 a x x ^- la 2 y + a 0 =0 ( 5.1 ) 的顶点是原当且仅当原点在拋 
物线上且在对称轴上，所以有 (0,0) 满足 （ 5.1 ) ，即％ =0 ,且拋物线曲线有一个渐近方向： 
jU：A = - a n : a n = - a 22 : a xl ,所以与之对应的非渐近方向为：(^ 11? ^ 12 ) = [ a n , a 21 ) 可得对称轴为 

a \2 ( a n X+ ^12^ + ^1 ) + a 22 { a \2 X ^~ ^22^ + ^2 ) = ^ 或 者写为 

a n {^ a n x -\- a n y + a n ^ a n x + a 12 y + a 2 ^ = 0 , 把 (0,0) 代 入可得 

^ (^2^0+ 61^2^2 ) + "2 (" i 2"2 + ^12^1 ) = ^-\\^\ ^\2^1 2^2 ^^2 = 0 o 


4. 求曲线 4 砂- 5/ + 2尤+ 6 少 +1 = 0 的通过点 (-4,2) 的直径和它的共辆直径❶ 

解：已知曲线共轭于方向 (" ，又)的直径的方程为： "(2 少+ 1) +又 { lx - 5少+ 3) = 0 ,已知它通过点 
(-4,2) ，代入直径方程可解得 (", 又)=(3，1)，那么直径方程为 Zr + 少+6 = 0，此直径方向为 
(^ 1? ^) = (1,-2),那么共扼于此方向的直径为 -4 r + 12少-5 = 0。 

5. 证明： 圆的任 意一对 共拥直径彼此垂直。 

证明：设圆的方向为分+少 2 =尸 2 ,那么共扼于方向 ( M ，^) 的直径方程为0 ,此直径的 
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方向为(又 i , ) ,共轭于(又 i , - aO 的直径方程为又 '一 M 少= 0 ,所以由的任意性可知命题 
成立。 

6 . 证明：捕圆的任意一对共明半径（即共明直径上有中点到棚 B 上一点的酿 ） 的长度的平方和蜃一 常数。 

^2 2 

证明：设椭圆的方程为$ + | = 1 ,它的对称中心为原点，任意(芦都是非渐近方向，那么共轭于 


方向的直径为 "A + uA =" 



广 1 、 


厂 1 ) 


U 2 ' 

+ U 



与椭圆的交点 






V 


a 


X 

+ u 

J 

V 

2 2 

X 

.+ 弋 

a 1 

b 1 


r 1 、 


b 1 


y 


o 


j 


解得 


0, 该直径的方向为 


d 4 is 


/ u 芦、 


V 


b 1 ? 2 


a 


，求它 


j 


4 


b 1 jj 2 a 2 u 2 

aW 

a 2 v 2 -\-b 2 jj 2 


共轭于 



u 

( 1 、 

u 

( 1 ) 

、 b 1 ' a ) 

的直径为 /2 
b 

u 2 ' 

+ 2 
a 

u 2 少 


0,即芦少 = 0 , 求它与椭圆的交点 


- vx -\- / i 少= 0 


，解得 


a 


2 b 1 




少 2 


a 1 b 1 fi 


b 1 ]! 1 ^ a 1 v 1 

aW 

2 . 2 . /2 .2 


a v -\-b /d 
所以/^+^ 2 =^ f +^+^+^2 = a 2 + b 2 


2 2 

7 •椭圆皆 + 十 =1 的一条弦在点 (2,1) 被平分，求出这条弦的斜率。 

解：该椭圆的对称中心是原点，所以直径都过原点，设弦的方向为(芦，,那么共轭于此方向的直径过点 


原点和 (2,1) ,那么它的方程为 y = -x , 又为 + 


fl 、 


厂 1 ) 

— X 

19 ) 

+ u 



0 ,解得 


(/ u , v ) = (9,-8 ) ，所以该弦的斜率为 


-8 


9 


分 v 2 

8 . 求双曲线 y -^1 的被点 (5,1) 平分的弦与曲线的两个交点。 

解：该双曲线的对称中心是原点，所以直径都过原点，设弦的方向为 ( iu , u ) ,那么共轭于此方向的直径过 
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点原点和 (5,1) ，那么它的方程为少 =— 尤，又为 + =" 


(1 、 


r 1 ) 

— X 

+ u 

—— y 

19 ) 


4’ 


0 ,解得 


(/ u , v ) = ( 9 , 20 ) ，所以弦方程为少 _1 


20 

~9 


X — 


5) ,进而可解得它与双曲线的交点。 


9. 证明：抛物型曲线的直径的方向一定是它的渐近方向。 

证明：设抛物型曲线方程为少 2 = 或者 / = a ■ 于是渐近方向为 ( a 22 ,- a l2 ) = (1,0) ,任 取一个 

非渐近方向 ( mwJ ，那么共扼于此方向的直径为 av ^+ aA = o ，即" 彳一 /^+q 少 =0 或者 
^0 + 0 ^= 0 ，它们的方向都是 (1,0) ，与渐近方向一样。 


10. 证明： 对于 W 物线，沿渐近方向 的每一 都是它的直径 0 

证明：设拋物线方程为 y =2 /?x , 渐近方向为 (1,0) ,沿着渐近方向的直线方向为 y 二 b ,考虑方向 
[ Mp ) ，因为，所以(么 2/7) 和 (1,0) 不共线，那么(么 2/7) 不是渐近方向，共扼于方向 (6,2/7) 
的直径方程为6(_2/?) + 2/?少= 0，即少= 6。 


11. 证明：对于中心型曲线，过中 心苗& 非渐近方向的直线都是它的直径。 

证明：中心型曲线的方程可设为 AjX 2 +又 2 / +又 3 = 0 ,则 A = F 2 = x 2 y ,所以其对称中心为原 
点， 任取一 个非渐近方向 (糾 ，q) ，过中心沿着此方向的直线4方程为：少二^尤，设/ 2 是共轭于此方 

向的共轭直径，那么4方程为= 0，即"^^+4又 2 少=0，那么4的方向为 

,所以共轭与/ 2 方向的直径方程为= 0 ,即 

— d 1 A 2 A 1 ^ t 1 + — 0 ,也京尤是 < 的方程。 


12. 雖由方程的棚确定下列二％曲线的类型，形状和位置，并旦画 B . 

( 1 ) 6#+8少 2 -12尤-26少+11 = 0 

( 2 ) jt* 2 + ^xy + — +4 = 0 

( 3 ) 5x^ + Sxy + 5 j^ 2 — 18 尤 —18 少 +9 = 0 

(4) X 1 -4xy+ 4 少 2 + 8 少 + 3 = 0 
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解： （ 1 ) 求解不变量:^ =8,/ 2 =-9,/ 3 =81 ,所以该曲线是双曲线。 


解特征方程：又 2 -8 A - 9 = 0 ,得又，= 9，\ = -1 ,所以可得化简后的方程为 


*2 *2 
尤 y 


1 9 


求对称中心：《 3 ^~ 6 ~° ，得对称中心为(-1， 2) , 

3尤+8少-13 = 0 v ; 


求对称轴：把八 =9, A 7 =_1 代入 


(- g)V + 3 u = 0 
3 u + (8 -^)u = 0 


，可得方向为:4 = 1: 3 , 


+1 y _ 2 H - 1 y _ 2 

芦 2 : u 2 = —3 :1 , 又对称轴过对称中心，那么可得对称轴为——=-一，—^ = ,化简后 


-3 


得： 3^* _ 少+ 5 = 0，尤 + 3少 _ 5 = 0 


(2) 求解不变量 ： < = 2,/ 2 = 0，/ 3 = _16 ,所以该曲线是抛物线。 

所以可得化简后的方程为少 +2 = 2^2 x , 

求渐近方向：解方程芦 2 + 2芦 u + u 2 = 0 ,得渐近方向为 iu:u = -\:\ 

求对称轴：解特征方程：又 2 -2 又= 0，得岑= 0,又 2 = 2，把岑= 0,又 2 = 2代入 


= 0 

) + (l-^)u = 0 


,可得方向为 M : 4 = -1 :1 , iu 2 : v 2 =1:1 ( 不是渐近方向 ） ，那么可得对称 


轴为 1(^* +少 一 4) + 1(尤+ 少 )= 0 ,化简后得：尤+ 少 一 2 = 0 。 

+ ^xy ~8x +4 = 0 / x 

顶点：求曲线和对称轴的交点：〆 ’ ’ ,解得顶点为 (1,1) 

x y ― 2 = 0 

, X 1 + 2xy-\-y 2 - 8i+4 = 0 

开口方向：曲线和少轴的交点：彳 ，无解，所以抛物线开口向右。 

^*=0 


(3) 求解不变量 ： =10，/ 2 = 9,/ 3 = -81 ,所以该曲线是摘圆。 


*2 *2 

解特征 方程： m 9 = 0 ,得又 i =u 2 = 9 ,所以可得化简后的方程吟++ 


^ x ~h 4 y _ 9 — 0 

求对称中心:、冲-9 = 0,得对称中心为 ( U )， 
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求对称轴：把又 i = 1,又 2 = 9代入 j 


(5_€)" + 4 u =0 
4 u + (5 -^)u = 0 


,可得方向为 ^ \ v l =—1:1 


— 1 V — 1 尤 +1 V _ 1 

I ^ 2 ： V 2 =1:1 ,又对称轴过对称中心，那么可得对称轴为——=-— ， ——=-—,化简后得: 

-1111 

x -\- y -2 = 0，尤_少= 0。 

(4) 求解不变量 ： < = 5，/ 2 = 0，/ 3 = -16 ,所以该曲线是拋物线。 


所以可得化简后的方程为少 


8 V 5 * 
~25 X ' 


求渐近方向：解方程芦 2 _ + 4 u 2 = 0 ,得渐近方向为芦： u = 2 :1 

求对称轴：解特征方程：又 2 -5 又= 0 ,得岑= 0,又 2 = 5 ,把又 i = 0,又 2 = 5代入 


{ \ ^ ^，可得方向为 M =2:1 , ^ i 2 \ v 2 =1:-2 (不是渐近方向），那么可得 

-2d + (4 -(； Ju = 0 一 一 

对称轴为 1( 尤 一 2少 )一2(—2; r + 4少+ 4) = 0，化简后得： 5尤 一10 少 一 8 = 0。 


顶点：求曲线和对称轴的交点: 


x 2 - Axy^r 4 少 2 + 8^+ 3 = 0 

5 尤一 10 少 一 8 = 0 


，解得顶点为 f 

{20 40 ) 


开口方向：曲线和少轴的交点: 


分 -4#+ 4少 2 + 8少+3 = 0 
^*=0 


,有解，所以拋物线开口向右。 


13•求 aa 点 (-2,-1) 和 (0,-2) ，且 mss 

x^-y-\-\ = 0 f x-y^-\ - 0 

为对 _ 的二次曲线的 方程❶ 

解：用坐标变换求曲线方程。令当前直角坐标系为 II 坐标系，以尤+少+1 = 0 • 尤一少+1 = 0分别做尤 

rv2 V2^ 

轴和少轴的直角坐标系为 I 坐标系，由于 II 坐标系的原点在 I 坐标系中的坐标为一 ， —,1坐标系的 

V J 

X 轴到 II 坐标系的 X 轴的转角为 i ,所以 I 坐标系到 II 坐标系的坐标变换公式为 

2 
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r V2 







2 

2 

(x^ 


2 





f 

j 

卞 


I 

1 2 

2 ) 



1 2 ) 


点 j (-2,-1) 和万 (0,-2) 在 I 坐标系中的坐标为^ (0,- V 2), 



，那么在 I 坐标系中 


jf 2 2 

过^， 名 且对称轴为尤轴和少轴的二次曲线可求得为 —+ — = 1 ,利用坐标变换可得该曲线在 II 坐标 

6 2 


系中的方程为 二少 一 + - 1 ) -+ (尤 一 +^ ^ 1 ) - - = 1 ，化简可得 / 2 + iy+y 2 + 2y + y-2 = o 


12 


4 


即为所求方程。 


14. 设 一条二 次曲线 两条二 次曲线 

+ xy _ 2 少 2 + 6 尤 一 1 和 2i 2 __ x _ jy = 0 

的四个交点，并旦 gaa (2,-2) f 求^的 方程。 

解：求出二次曲线 f + #_ 2/ + 6尤 一 1和_少 2 _ ^•—少= 0的四个交点，可以通过待定系数法 
求出^的方程。 


习题 5.5 

1. 求下列=/次曲线挪跳的切线方程和挪 方程。 

f v 2 

(1)在捕圆7 +含=1上的点(；少。)处； 

分 V 2 

( 2 ) ffiR 曲线 ^ ^ = 1上的点 ( ％，少 G ) 处； 

(3) ffl » 物线/ = 2,上的点 (戋 ，少 G ) 处； 

解： ( 1 ) • 所以切线为(尤_%)—^ + ( 少-少 。)会= 0 ; 

… ^ ( Ho } 2 (少 - A ) 人2 

法线为 ^ - -a =- - -b 

少 o 

( 2 ) F x =^,F 2 =- 会，所以切线为 (n 0 )j_( 少 - 少 。 ) 梦 = 0 ; 
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法线为 

^0 少0 

(3) F x =- p , F 2 =y ，所以切线为(尤-%)(— /?) + ( 少-少 o ) 少 o =0 ; 


法线为 



(少_少 0 ) 
少0 


2. 求下列=/次曲线点的切线方程❶ 

( 1 ) 3 x 2 + Axy + 5 y 2 - lx -% y - 3 = 0 ，点 (2,1); 

(2) 5 X 2 +7^ f + 少 2 - i +2 少 =0 , 原点； 

( 3 ) 5 X 1 +6 w +5 少 2 = 8 ,点 (0,2 V ^") ; 

(4) 2 X 1 — xy — y 1 — x — 2^ — 1 = 0 ，点 (0,2); 

解 ： （ 1 ) 点(2，1)在曲线上，由 6 = 3尤+2少=2尤+5少 -4 可知过 (2,1) 的切线为 

(尤一尤 0 )/^ + (少一少 0 )/^=0,即9尤+10少 一28 = 0 

( 2 ) 点( 0 , 0 )在曲线上，由= 5^*+ — y —= — x -\- y -\-\ 可知过( 2 ， 1 )的切线为 
( n 0 )A + (，-， 0 )A =0 ,即 t - 2 少 =0 

( 3 ) ^(0,272) = 32 , 所以点(0,2^)不在曲线上，由4 = 5尤+3少=3尤+5少， 

0 = 5^+6^+5/，得 f ( 0 , 2V ^) = 6 我 A ( 0 , 2V ^) = 10V ^ , 

2 

0(:-0,少一2^) = 5 X 2 + 6 x (^ y - 2-\/2 j + 5^- 2V2j , 

那么由[(尤，少 J + (，-%)€ ( 4 , %)] 2 - 0 ( 尤 

2 

得 1 li 2 — 6x ( 少 一 2 V ^") — 5 ( 7 — 2"%/^") = 0，分角?因式可得 
1 1^*+ 5^ y — 2^2 j [尤一少 + 2^/^] = 0 ,因为0 (—5,1 1)式0，0(1，1)式0 ,所以过的 
切线为尤一少+ 2*\/1 = 0,1 l ^ r +5^-2 V 2 j = 0 

( 4 ) 7^(0,2) = -9 , 所以点 (0,2) 不在曲线上，由 F x = 2 x -^ y -^ F 2 =-^~ x - y -\ , 
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0 = 2 x 2 - xy - y 1 ，得_/^(0,2) = (0,2) = -3 , 

0(^*-0,^-2) = lx 1 —尤(少 一2) — ( 少 _ 2), 

那么由 + f 少-少。/^(七，少少 
得 f =0，因为0(0，1)矣0，所以过(0,2)的切线为尤=0 


3. 求曲线4分_ 4 砂 +/ - 2 i + 1 = 0 的过点 J /。 （1, 3) 的切线和趙 方程。 

ff :点 J / 0 ( l ,3) 在曲线上，由 f = 4 r -2 少 一1 ，A =-2尤+少可知过 J / 0 ( l ,3) 的切线为 

( x —1)(4 —6 —1) + ( 少 —3)(— 2 + 3) = 0，即 3 x — 少=0 ;法线为 6 + ( t 2 + 3 ^ = ° ' 


即+ 3/ _ 1 = 0。 


4. 求下列二/次曲线的切线方程，并且求出切点 坐标❶ 

( 1 ) f +4#+3少 2 -5尤一6少+3 = 0的切线少= 0 ; 

(2) 分 + 砂 +/=3 的切线羽开遞 

K : ( 1 ) 设切点为^/ 0 (尤 0 ,少 0) ，那么由 A = x +2 少=2尤+3少 -3 可知过 J / 0 (尤 0 ,少 0) 的 


f 


v 


2 


切线方程为(尤-尤。)尤。+ 2少。—— +( 少-少。)(2% + 3少。 -3) = 0 ,它平行于; r +4 少=0可知 




不少前的系数成比例且 J / G (%， 少 G ) 满足曲线方程，所以解得(；少 (} ) = (_4,3),(1，1),切线为 
x-\-A y -3 x -\ y -\ 


-4 


-4 


( 2 ) 设切点为 J / 0 (; r 0 , 少 0 ), 那么由4 =尤+ 7 少 ， A =-. rH - 少可知过 J / 0 (; 少 0 )的切线方程为 


X 




f 


\ 


V 


尤0+:少0 


(少-少0) 


J 


\ 


V 


2 


%+少0 


j 


0 ,它平行于尤轴可知尤 Q + —= 0且 


^/ 0 (尤 0 ，少 0 )满足曲线方程，所以解得(；少 0 ) = (—1，2)，(1,-2),切线为少±2 = 0 


5. 证明： 过=次曲线与它的一条直径的交点的切线一定平行于此直径的共轭方向。 

证明： 设二次曲线与它的一条直径的交点为，则过的切线的方向为 
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(-/^ 2 ( x 0 ^ 0 ),/\( x 0 ^ 0 )) , 设直径的共扼方向为(仏4 ,那么直径的方程为 
/ uF 1 ( x 0 ^ 0 )^ uF 2 ( x 0 ^ 0 ) = 0 ，所以！= 二1(〜兮) ，所以 (", u ) 与切线的方向平行。 


6. 已知方程 ( 4尤+4少 + q ) +2(^ A 2 x + ^ ^ = 0，其中 


4 B x 

A 2 b 2 


^ 0, A x A 2 + B x B 2 — 0 


证明：（1)它表雜物线； 


2) 直线4^+矣少+ ^2=°是它的对称轴； 


( 3 ) mm ^+ A ^+ c i =° 是它过顶点的切线. 


证明 ：因为 


4 A 

4 B 1 


式0, A X A 2 + B x B 2 = 0 ,所以可做直角坐标变换 


X 




y 


+欢 


( ^2 y ^2 ) 

[ A x X^r B x y^r C x ) 


新方程为(彳+彳)/ 2 + = 0 ,那么由新方程可得 

( 1 ) 它表示拋物线； 


( 2 ) 它的对称轴为 Y 


V4+^2 


) = 0 , 即 A^x + ~ ^ 


(3) 它的过顶点的切线为 y 




B'y + q) = 0 ，即 B'y + ^ = 0 


7 •证 明： 抛物线 y =2 ，的 切点为 { x v y x ) 的切线与尤轴的交点为 (一; 0) • 

证明：拋物线/=2/7尤过切点“，少〗)的切线方程为(尤 一4)(—/?) + ” (少_%) = ()，它与 尤轴的 
交点为 (一 ； 0)。 


8. 从椭圆 



=1的两个焦点 F x F 2 分別作它的任意切线的_ ,垂足记为@ ,证明：厂的轨迹 
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和乃的轨迹是以原点为中心 的同一 个圆, 


证明：椭圆上任 取一点 少，过少 G ) 的切线方向为 


’ A 、 

IT a 1 




,切线方程为 


j 


M + 3 Z = i r 与切线垂直的方向为 
a b 


A 、 

、cT b 1 ) 


, 由此可得经过左焦点 f 且与切线垂直的方程，和切 


线方程联立可得两直线的交点厂满足方程为 f +/ = ,• 同理可得乃满足的方程。 


9. 证明： 两条边都与椭圆相切的直角的顶点(％ 凡) 的动迹是 一>h 圆。 

^2 2 

证明：设椭圆方程为 ^ + ^* = 1 ，过<(〜％)作椭圆的切线，设切线方程为卜/)，则 芦小满 
足方程少 0 ) + uA (; 少 0 )] 2 少 0 ) = 0 (*), 由于两条切线相互垂直，由 

此它们的方向 ( iu l , u l ),(^ 2 , u 2 )) m —— = - i ，由 （*) ,以及根与系数的关系可得％,少0满足方程 

"1 "2 

-^ + >o = + 

10. 证明： 两条边与 W 物鄉切的直角的顶点位于准线上，而连接切点的直线通过焦点 。 

证明：设拋物线方程为少 2 = 2 jpx ,^ 9 题一样方法可得两条边与抛物线相切的直角的顶点 J/() ( x 0 , y 0 ) 

位于准线上，即，设过少 0 ) 的两条切线的切点分别为，少 !) ， M 2 { x 2 , y 2 ) , 
那么可得过 < “，少 j 的切线方程为 

2 

-(少-少0) 2 (乂 -2, o ) = 0 

如果焦点在切点少^ , ^/ 2 (尤 2 ，少 2 )的连线上，则可以推出4尤 2 =1-;反之亦然。利用过抛 

物线少 2 =2/tr 上一点少 ,.) 的切线与 t 轴的交点为,可得斗 r 2 =— ,由此得证切点 
的连线经过焦点。 

11. Btt 三角形 ABC • 厶■必 中点， 抛物线与 6X 6^9分別在4汐相切，证明与抛物线的对 


P 


7 
2 


v 


少0(少-少 0 ) 


J 
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证明：设拋物线方程为/ =2# ,设4 C 坐标分别为少^，(易，少，不妨设 


y x > 0 , y 2 < 0 ，那么由双曲线和三角形的位置关系可得％<0，则@平行于尤轴当且仅当 


少 i +乃 =2少0 ,即七+易 


2-Jx^ 

- P 


经过 6" 点的切线方程可计算得 — -/?(尤-^*。) +少。 ( 少-少。)_ _ ( 少-少 G) (j^o _ 2/ur 0 j = 0 ，利用 

r\ 2 r\ 2 

( _ ^*/， 0) 在切线上，可得 x ^-\- x 2 — —~ — j x^2 — , 因此 x ^-\- x ^~ 2 J x^2 — — ^~ 。 


12. 求下列双曲线的渐近线，并且求 曲线田 城逝线为坐标轴的坐标系中的方程 。 

(1) 12^-7^-12/ -17^+31^-13 = 0 

(2) 6 X 1 +5^ f -6^ 2 -39^+26^-13 = 0 

解： （ 1 ) 由6("/) = 12" 2 -7叫-121； 2 =0可得渐近方向为(-3,4)，(4,3),且由方程可得 
7 17 7 31 

F x — 12 x — y - — — ; r — 12少+— , 所以渐近线方程为 

a n ^ i ) + 2 a n ^fvf + a 21 v ] = 0, /= 1,2 ,代入已知量可得两条渐近方程为 

4尤+3少一7 = 0,3尤一4少+1 = 0 

( 2 ) 由 0(", u ) = 6" 2 +5" u -6 u 2 =0可得渐近方向为(2,3),(-3,2),且由方程可得 
5 39 5 

F x — 6 x +— y - =— X — 6^+13 , 所 以 渐 近线 方程为 

2 2 2 

a n ^ i ) + 2 a n ^fvf + a 12 v ] = 0, /= 1,2 ,代入已知量可得两条渐近方程为 

3尤+2少= 0,2; r +3 少 一 13 = 0 


13. vEK ： 若方程 （ 5.1) 表示一条双曲线，则它的渐近线分別与方程 q 〆 + 2 a n xy ^ a 22 / = 0代表 
的两条相槪 

证明： 双曲线的渐近方向满足 a x y + 2 a n ^iv + a 22 v 2 =0 ,因为方程 
a n x 2 + 2 a n xy + a 22 y 2 =0代表的两条直线过原点，可设其的方向分别为（"”。。，(乂，％)，那么这 
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两条直线为三=&，土 = &，所以 + ，所以双曲线的渐近方向 

少 q 少 u 2 

和这两条直线的方向一样。 

14•证 明：若 a n ^ + 2 a n xy-r a 21 y 2 + a 0 =0 表示一条双曲线，则它的渐近线是 

a u x 2 + 2 a n xy + a 12 y 2 - 0 0 

[ F ,- a u x + a ,, y - 0 

证明： 计算曲线的对称中心^」 2 ^ ,所以该曲线的对称中心为原点，所以它的渐近 

\ F 2 - a n x + a 21 y - 0 

线过原点，由13题结果可知它的渐近线是 a n ^ + 2 a n xy + a 22 少 2 = 0。 


15. 证明：訪程必 (/-/)-( j 2 - 万 2 )#= C 中， 6 V 0 ,4万不全为零，则它表55-挪 

曲线 • 并朗出它的渐近线 • 

证明：计算方程的不变量可得/ 2 < 0,/ 3 关0 ,那么该曲线是双曲线，所以由14题的结果可知它的渐近 
线为 -少 2 )-( j 2 - B 2 ^ xy =0 , 即^*+办= 0，iSr-j 少= 0。 


16. 证明： 双曲线上的点致它的渐近线的 E 离的乘积等于常数< 


^2 2 ^2 2 

证明： 设麵 魴程为 ，则它_称中 傾原点 ，腿它的渐近线是 7 -^ = 0 , 即 


2 b 1 


bx - ay = 0 , bx ^ ay =0 , 设点 J/(%， 少 o ) 是所设双曲线上的点，那么少到两条渐近线的 


距离的乘积为： 




bx 0 - ay 0 bx^ + ay ^ b 1 x\ - a 


2 2 


yja 2 ^-b 2 yja 2 +6 2 a 2 + 


2 2 


考虑到 


a 


2 b 1 


=1 ，所以« 


a 1 ^ 
a 1 七 b 1 


17. ^ SBm { A x x ^ B x y + C x ) 2 - [ A 2 x + B 2 y + C 2 f = l ，其中 ^ 名 一 44 式 0 ，证明它 表示一 

条双曲线 • 并旦求出它的渐近线 • 

证明： 计算该方程的不变量/ 2 = - { a x b 2 - a 2 b x ) 2 <0 ,所以它是双曲型曲线，设它的渐近方向是 
(/i，u) ,从0 (/i，u) = 0可解得 (/i，u) 等于 (4 + B 2 , — A x — )，(為— B 2 , — A x + 4 ) ,所以渐近 
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线方程为 + = 0 ，/= 1，2 ,即 

( 4 ± 4) 尤+(4 ±万 2 )少 +((^±(^) = 0 

将这两条渐近线方程的左端相乘得到的不少的多项式与给定方程不相同，所以给定的二次曲线是双曲线, 
不是一对相交 直线。 
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